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Sazˇetak
U ovom radu razvijamo novi nuklearni relativisticˇki energijski funkcional
gustoc´e. Relativisticˇki energijski funkcionali gustoc´e su standardni alat u
racˇunima nuklearne strukture i daju sveobuhvatan opis nuklearnih osnovnih
stanja i kolektivnih pobudenja. Predlozˇeni funkcional spada u klasu funkci-
onala s tocˇkastim vezanjem, kod kojih se lagranzˇijan formulira preko nukle-
onskih polja i ukljucˇuje samo kontaktna vezanja izmedu struja bilinearnih u
Diracovom spinornom polju nukleona. Na temelju ovisnosti mikroskopskih
nukleonskih vlastitih energija o gustoc´i u nuklearnoj materiji konstruirana
je fenomenolosˇka pretpostavka kako izgleda ovisnost funkcionala vezanja
o gustoc´i. Na model je potom primjenjena optimizacijska shema koja se
sastoji od minimizacije odgovarajuc´e χ2 kaznene funkcije koristec´i svojstva
beskonacˇne nuklearne materije i konacˇnih jezgara. Nakon minimizacije pro-
vedena je i analiza kovarijanci koja ukljucˇuje procjene nepouzdanosti i koefi-
cijenata korelacije. Optimizirani funkcional testiran je na nizu ilustrativnih
racˇuna svojstava osnovnih stanja sfernih i deformiranih jezgara kao sˇto su
energije vezanja, nabojni radijusi i parametri kvadrupolne deformacije. Do-
bivena teorijska predvidanja usporedena su s dostupnim eksperimentalnim
podacima i predvidanjima srodnog funkcionala iz klase tocˇkastih vezanja,
DD-PC1.
New generation of relativistic nuclear energy
density functionals
Abstract
In this work we construct a new relativistic nuclear energy density functional.
Relativistic energy density functionals are a standard tool for nuclear struc-
ture calculations, providing a comprehensive description of nuclear ground
states and collective excitations. The proposed functional belongs to a class
of point-coupling functionals where a Lagrangian is formulated in terms of
nucleon fields and includes only contact couplings between currents bilinear
in the Dirac spinor field of the nucleon. Guided by the density dependence of
microscopic nucleon self-energies in nuclear matter, a phenomenological an-
satz for the density-dependent coupling functionals was constructed. An op-
timization scheme by minimizing a suitably constructed χ2 penalty function
using properties of infinite nuclear matter and finite nuclei was implemen-
ted. After the minimization, a covariance analysis that included uncertainty
estimates and correlation coefficients was made. The optimized functional
was tested in a series of illustrative calculations of ground-state properties
of spherical and deformed nuclei, including binding energies, charge radii
and quadrupole deformation parameters. Theoretical predictions were com-
pared to the available experimental data, as well as with the predictions of a
similar point-coupling functional DD-PC1.
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1 Uvod
Nuklearni energijski funkcionali gustoc´e (engl. energy density functional; EDF) tre-
nutno predstavljaju najpotpuniji i najtocˇniji opis svojstava osnovnog stanja, kao i
kolektivnih pobudenja, jezgara diljem cijele karte nuklida. Od mikroskopskih pris-
tupa nuklearnom problemu mnosˇtva cˇestica, vjerojatno niti jedna druga metoda ne
postizˇe usporedivu tocˇnost uz iste racˇunske zahtjeve. To je ujedno i jedina metoda
koja mozˇe opisati evoluciju strukturnih fenomena od relativno laganih sustava do
supertesˇkih jezgara, te od doline β-stabilnosti do drip-linea [1,2].
U prakticˇnim implementacijama, EDF pristup se ostvaruje na dvije razine. Os-
novna implementacija se ostvaruje u samosuglasnim modelima srednjeg polja (engl.
self-consistent mean-field; SCMF), u kojima je EDF izgraden kao funkcional jednocˇesti-
cˇnih nukleonskih matrica gustoc´e koje odgovaraju Slaterovoj determinanti jednocˇesti-
cˇnih ili jednokvazicˇesticˇnih stanja. SCMF pristup nuklearnoj strukturi je analogan
Kohn-Shamovoj teoriji funkcionala gustoc´e (engl. density functional theory; DFT) [3,
4]. DFT omoguc´ava opis kvantnog sustava mnosˇtva cˇestica preko univerzalnog ener-
gijskog funkcionala gustoc´e. On je univerzalan u smislu da, za danu meducˇesticˇnu
interakciju, ima isti funkcionalni oblik za sve sustave. Nuklearni SCMF modeli efek-
tivno preslikavaju problem mnosˇtva cˇestica u jednocˇesticˇni problem. Egzaktni EDF se
aproksimira funkcionalima potencija i gradijenata gustoc´a i struja nukleona u osnov-
nom stanju, koji predstavljaju raspodjele materije, spina, impulsa i kineticˇke ener-
gije. Nuklearni EDF, u principu, mozˇe u sebi sadrzˇavati korelacije kratkog dosega
koje su vezane za odbojnu jezgru medunukleonskih interakcija, kao i korelacije du-
gog dosega koje prenose nuklearni rezonancijski modovi. Jedan od velikih izazova
u nuklearnom EDF pristupu je izgradnja u potpunosti mikroskopskih temelja za uni-
verzalni funkcional gustoc´e. Posˇto ukljucˇuje korelacije, samosuglasni Kohn-Sham
pristup ide izvan dosega Hartree-Fockove aproksimacije. Korisnost ovog pristupa je,
medutim, ovisna o konstrukciji tocˇnih aproksimacija najvazˇnijeg dijela funkcionala
- univerzalnog funkcionala korelacije izmjene [5]. U ab initio pristupu mogli bismo
krenuti od hamiltonijana koji opisuje rasprsˇenje dva nukleona i viˇse cˇestica i opser-
vable u vezanom stanju ili mozˇemo koristiti efektivnu teoriju polja niskoenergijskih
nukleon-nukleon interakcija u mediju, kako bismo aproksimirali egzaktni funkcional
korelacije izmjene [6, 7]. Cˇak i ako bi se uspio razviti u potpunosti mikroskopski
EDF, parametri takvog funkcionala bi se i dalje morali prilagoditi eksperimentalnim
podacima. To je tako jer podaci za nukleon-nukleon rasprsˇenje i sustave od malo
nukleona ili za svojstva beskonacˇne nuklearne materije ne mogu odrediti funkcional
gustoc´e do trazˇene tocˇnosti za kvantitativni opis srednje tesˇkih i tesˇkih jezgara.
Vazˇna klasa modela nuklearne strukture su relativisticˇki energijski funkcionali
gustoc´e. Nekoliko vrlo uspjesˇnih relativisticˇkih modela srednjeg polja (RMF) su
izgradeni na temeljima kvantne hadrodinamike (QHD). Postoje vazˇne prednosti u
koriˇstenju kovarijantnih funkcionala [8]. Najocˇitija je prirodno ukljucˇenje spinskih
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stupnjeva slobode nukleona i nuklearnog spin-orbit potencijala koji automatski izvire
s empirijskom snagom u kovarijantnoj formulaciji. Empirijska pseudospinska sime-
trija u nuklearnoj spektroskopiji ima prirodno objasˇnjenje u relativisticˇkim modelima
srednjeg polja [9].
Relativisticˇki modeli srednjeg polja su vrlo uspjesˇni u analizama sˇirokog spektra
fenomena nuklearne strukture, ne samo u jezgrama duzˇ doline β-stabilnosti, vec´ i
u egzoticˇnim jezgrama s ekstremnim izospinskim vrijednostima i u blizini drip li-
nea. Primjene su dosegle razinu tocˇnosti usporedivu s nerelativisticˇkim Hartree-Fock-
Bogoliubov pristupom koji se temelji na Skyrme funkcionalima ili Gogny efektivnim
interakcijama [2,10–12]. Relativisticˇki energijski funkcionali gustoc´e se vec´inom pri-
mjenjuju u opisu svojstava osnovnog stanja i energija pobudenja gigantskih rezonan-
cija na razini samosuglasnog srednjeg polja. Pritom se uzimaju u obzir korelacije spa-
rivanja u jezgrama otvorenih ljusaka unutar okvira Hartree-Fock-Bogoliubovljevog
pristupa i izvode (Q)RPA racˇuni malih amplituda kolektivnog gibanja.
Atomske jezgre, beskonacˇna nuklearna materija, neutronske zvijezde su slozˇeni
sustavi mnosˇtva cˇestica kojima vlada jaka nuklearna sila. Iako je kvantna kromo-
dinamika (QCD) fundamentalna teorija jake interakcije, mnosˇtvo izazova sprijecˇava
rjesˇenje teorije u neperturbativnom rezˇimu koji je od vazˇnosti za nuklearne sustave.
Do danas se ovi slozˇeni sustavi mogu istrazˇivati samo u okviru efektivne teorije s od-
govarajuc´im stupnjevima slobode. Od efektivnih pristupa najucˇinkovitijim se poka-
zala teorija funkcionala gustoc´e (engl. density functional theory; DFT) jer je to jedini
mikroskopski pristup koji je primjenjiv na cjelokupni nuklearni krajolik i neutronske
zvijezde. Posljednjih nekoliko desetljec´a predlozˇeni su brojni nuklearni funkcionali
gustoc´e. Mogu se podijeliti u dvije osnovne skupine: nerelativisticˇki i relativisticˇki.
Funkcionali kao npr. Skyrme su najpopularniji u nerelativisticˇkom pristupu, gdje
nukleoni medudjeluju preko efektivnih potencijala ovisnih o gustoc´i. S druge strane
su relativisticˇki modeli srednjeg polja (RMF), temeljeni na kvantnoj teoriji polja, u
kojima nukleoni medudjeluju preko izmjene razlicˇitih mezona. Oni se uspjesˇno ko-
riste on 1970-ih godina i pruzˇaju kovarijantan opis beskonacˇne nuklearne materije
i konacˇnih jezgara [13–18]. Kako se radi o efektivnim teorijama, nerelativisticˇki i
relativisticˇki energijski funkcionali gustoc´e se kalibriraju pomoc´u eksperimentalnih
nuklearnih podataka pod normalnim laboratorijskim uvjetima, tj. nesˇto ispod tocˇke
saturacije i s malim do osrednjim izospinskim asimetrijama [19]. Manjak eksperi-
mentalnih podataka na viˇsim gustoc´ama i ekstremnim izospinskim asimetrijama ima
za posljedicu veliki raspon u predvidanjima modela, cˇak i kada se kalibriraju istim
eksperimentalnim podacima. Zbog tog razloga fundamentalna nuklearna svojstva,
poput neutronske gustoc´e srednje tesˇkih i tesˇkih jezgara [20–23], protonski i ne-
utronski drip line [24, 25] te mnoga svojstva neutronskih zvijezda [26–28] i dalje
nisu odredena.
Standardna je praksa da se uz eksperimentalne rezultate daju i procjene po-
gresˇaka. Eksperimentalna mjerenja se objavljuju uz pravilno odredene stupce po-
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gresˇke. Teorijska predvidanja, medutim, cˇesto ukljucˇuju samo ”centralnu vrijednost”
bez informacija o nepouzdanostima svojstvenima procesu izracˇuna. Cˇesto takav pris-
tup nije koristan, recimo u ekstrapolacijama efektivnih teorija, vazˇnih u nuklearnoj
teoriji, u nepoznata podrucˇja. Zato su procjene teorijskih pogresˇaka vazˇne u procjeni
pouzdanosti ekstrapolacija. Ako su teorijske pogresˇke velike, tada se mozˇe provesti
analiza korelacija kako bi se otkrile opservable koje mogu pomoc´i u smanjenju iz-
nosa nepouzdanosti. Posljednjih godina se naglasˇava vazˇnost ukljucˇivanja procjena
nepouzdanosti u cˇlancima koji ukljucˇuju teorijske izracˇune fizikalnih velicˇina.
U ovom radu bit c´e prikazana konstrukcija jednog relativisticˇkog nuklearnog ener-
gijskog funkcionala point-coupling tipa. Isti funkcional c´e biti podvrgnut statisticˇkoj
analizi i optimizacijskom postupku, opisanom u [29], koristec´i dostupne eksperimen-
talne podatke za nuklearnu materiju i sˇirok raspon jezgara.
Rad je organiziran na sljedec´i nacˇin: u prvom dijelu ovog rada dani su teorijski
temelji relativisticˇke teorije srednjeg polja i prikazana je konstrukcija novog relati-
visticˇkog nuklearnog energijskog funkcionala gustoc´e. U istom dijelu obradeni su i
statisticˇki alati uz pomoc´ kojih je, kasnije, testiran novi funkcional - koncepti kaz-
nene funkcije χ2, funkcije vjerodostojnosti, gaussijanska aproksimacije, hessijanska
matrica i matrica kovarijanci. Ti statisticˇki alati nam pomazˇu dati procjenu teorijskih
gresˇaka predlozˇenog modela. Nakon toga vrsˇimo prilagodbu parametara funkcionala
gustoc´e i statisticˇku analizu na primjeru simetricˇne beskonacˇne nuklearne materije.
Potom je funkcional testiran na nizu ilustrativnih racˇuna energija vezanja, deforma-
cija jezgara i nabojnih radijusa. Pritom su dobivena teorijska predvidanja usporedena
s dostupnim eksperimentalnim podacima i rezultatima josˇ jednog, srodnog, funkci-
onala gustoc´e DD-PC1 [30]. Na kraju dajemo pregled moguc´ih korekcija funkcionala
u vidu kineticˇkog cˇlana koji bi se ubacio u pocˇetni lagranzˇijan modela.
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2 Teorijski temelji
2.1 Procjene pogresˇaka
Ne postoji opc´eniti recept kako pripisati teoriji stupac pogresˇke. Nepouzdanosti mo-
dela izviru iz raznih izvora, neke iz eksperimentalnih pogresˇaka, neke iz manjkavosti
samih modela.
Statisticˇke pogresˇke modela se obicˇno mogu kvantificirati za mnoge modele. Ako
se model temelji na parametrima koji se prilagodavaju velikoj kolicˇini podataka, kva-
liteta prilagodbe je indikator statisticˇke nepouzdanosti predvidanja modela. Najcˇesˇc´i
alat koji se primjenjuje za procjenu statisticˇkih pogresˇaka je regresijska analiza.
Sistematske pogresˇke modela nastaju zbog nesavrsˇenog modeliranja: manjkava
parametrizacija, krive pretpostavke, fizika koja nedostaje u modelu jer je trenutno
nepoznata. Kako u vec´ini slucˇajeva savrsˇeni (egzaktni, referentni) model nije dos-
tupan, sistematske pogresˇke je vrlo tesˇko procijeniti. Ne postoji savrsˇena strategija
pri procjeni sistematskih pogresˇaka, osobito kod velikih ekstrapolacija, jer neke od-
like modela koje nisu vazˇne u poznatom podrucˇju, mogu se pojacˇati ili cˇak postati
dominantne, u novim, nepoznatim podrucˇjima.
U svim problemima optimizacije kljucˇni element je imati prikladnu definiciju tzv.
kaznene funkcije. Ova funkcija ovisi o parametrima modela, eksperimentalnim po-
dacima i najcˇesˇc´e o predefiniranim parametrima koje odreduju sami modelari. Ona
nam daje jednodimenzionalnu mjeru kvalitete prilagodbe. Parametri modela koji
vode na manju vrijednost kaznene funkcije se smatraju, po definiciji, boljima od onih
koji vode na vec´u vrijednost. Proces optimizacije se svodi na minimizaciju kaznene
funkcije. Ne smije se nikako zaboraviti i na moguc´i utjecaj definicije same kaznene
funkcije na rezultate optimizacije. Kroz definiciju istrazˇivacˇi mogu izvrsˇiti utjecaj na
samo modeliranje.
Za egzaktni model zadatak se svodi na problem optimizacije u kojem su para-
metri modela odredeni usporedbom predvidenih opservabli s pazˇljivo odabranim
skupom podataka. Za takav savrsˇeni model sistematska pogresˇka iˇscˇezava, pa je
ukupna pogresˇka statisticˇka, tj. odredena je kvalitetom mjerenja podataka kljucˇnih u
odredivanju modela. Egzaktne modele takoder odlikuje i neovisnost ili slaba ovisnost
konacˇnog rezultata o definiciji kaznene funkcije [32].
Nuklearni modeli su u praksi nesavrsˇeni, kao i vec´ina efektivnih modela, stoga sis-
tematske pogresˇke obicˇno dominiraju ukupnom nepouzdanosˇc´u. Medutim, postoje
dobri razlozi zasˇto je korisno izracˇunati i statisticˇke nepouzdanosti takvog modela:
1. Statisticˇka analiza daje nepouzdanosti parametara modela. Proucˇavanjem sta-
tisticˇkih pogresˇaka na parametrima mozˇe se utvrditi je li skup eksperimentalnih
podataka, koriˇsten kako bi se model ogranicˇio, kvalitativno i kvantitativno do-
voljan.
2. Statisticˇka analiza mozˇe koristiti pri usporedbi razlicˇitih matematicˇkih formu-
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lacija ili pretpostavki i biti mjerilo razlicˇitih pristupa. U ovom slucˇaju je vazˇno
koristiti isti skup opservabli za prilagodbe.
3. Matrica kovarijance parametara nam govori ima li smisla dodati viˇse podataka.
Ako je skup podataka dovoljno raznovrstan (tj. dozvoljava nam da istrazˇimo
razlicˇite smjerove u parametarskom prostoru modela) i velik, model mozˇe pos-
tati previˇse ogranicˇen. Kao posljedica toga statisticˇke nepozdanosti mogu pos-
tati malene. U takvom slucˇaju se mozˇe iz ponasˇanja reziduala (razlika proma-
tranih i predvidenih vrijednosti) procijeniti izvore sistematskih pogresˇaka.
4. Statisticˇka metoda pruzˇa moguc´nost procjene maksimalne tocˇnosti modela na
klasi opservabli. Ako je potrebna vec´a tocˇnost, potrebno je daljnje usavrsˇavanje
modela.
5. Procjenom statisticˇkih pogresˇaka ekstrapoliranih velicˇina mozˇe se odrediti nosi
li model kakve korisne informacije u nekom nepoznatom podrucˇju.
6. Matrica kovarijance parametara omoguc´ava izracˇun korelacija izmedu razlicˇitih
opservabli za koje model daje predvidanja. Ovo je koristan alat pri izradi novih
predvidanja i u buduc´im eksperimentima [33].
7. Usporedba propagiranih statisticˇkih pogresˇaka s rezidualima mozˇe biti snazˇan
indikator da modelu nedostaju odredeni aspekti [34,35].
2.1.1 Procjena statisticˇkih pogresˇaka
Promotrimo model koji ima Np parametara p = (p1, . . . , pNp) koje se prilagodava na
Nd izmjerenih opservabli Oi (i = 1, . . . , Nd). Prvo definiramo kaznenu funkciju, mini-
miziramo ju obzirom na parametre p i konstruiramo matricu kovarijance parametara.
Potom primijenimo matricu kako bismo procijenili pogresˇke predvidanja tako sˇto ih
povezˇemo s nepouzdanostima vrijednosti parametara. Najcˇesˇc´e koriˇstena kaznena
funkcija je χ2 objektivna funkcija.
Definiramo χ2 funkciju za parametre prilagodbe kao [36–38]
χ2 =
Nd∑
i=1
(Oi(p)−Oexpi )2
∆O2i
, (2.1)
gdjeOi(p) oznacˇava izracˇunate vrijednosti,Oexpi eksperimentalne podatke, ∆Oi usvo-
jenu pogresˇku. Model nije definiran samo jednadzˇbama koje smo koristili u izracˇunu
opservabli (tj. matematicˇkom formulacijom i pretpostavljenim prostorom modela),
vec´ i skupom eksperimentalnih podataka {Oexpi , i = 1, . . . , Nd} i usvojenih pogresˇaka
{∆Oi, i = 1, . . . , Nd} koriˇstenima u odredivanju parametara.
Usvojene pogresˇke su definirane kao suma tri komponente:
∆O2i = (∆Oexpi )2 + (∆Onumi )2 + (∆Othei )2. (2.2)
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∆Oexpi predstavlja eksperimentalnu pogresˇku. ∆Onumi predstavlja numericˇku po-
gresˇku, koja je vezana za koriˇstenu racˇunalnu metodu. Ostatak, ∆Othei , je teorij-
ska pogresˇka zbog manjkavosti samog modela. Razuman izbor usvojenih pogresˇaka
∆Othei je kljucˇni sastojak primjene χ2 metode u razvoju modela. U praksi, reziduali
predvidenih opservabli bi trebali biti ogranicˇeni na interval definiran s ∆Othei . Ako
su prisutne samo statisticˇke pogresˇke, reziduali imaju stohasticˇku raspodjelu. Kako
nuklearni modeli nisu savrsˇeni, raspodjela reziduala c´e imati odredene smjerove zbog
sistematskih pogresˇaka.
Ako u koriˇstenom skupu eksperimentalnih podataka postoje razlicˇite vrste opser-
vabli, tada se i usvojene pogresˇke moraju definirati za svaku vrstu. Primjerice, tipicˇne
nuklearne prilagodbe koriste jednu vrijednost ∆Othei za energije vezanja, a drugu za
r.m.s. radijuse. Svaka ∆Othei nosi istu dimenziju kao i opservabla Oi(p), pa je svaki
doprinos χ2 bezdimenzionalan. Na ovaj nacˇin se razlicˇiti tipovi opservabli kombini-
raju u jednu kaznenu funkciju. Mozˇemo definirati i relativnu tezˇinu Wi s kojom po-
jedina opservabla Oi(p) ulazi u problem optimizacije: Wi = 1/
√
∆Oi. Mijenjanjem
vrijednosti Wi mozˇemo kontrolirati utjecaj pojedine opservable na konacˇnu parame-
trizaciju. Pritom treba imati na umu cˇinjenicu da pri odabiru tezˇine Wi, uvijek postoji
odredena kolicˇina proizvoljnosti, posˇto se mogu odabrati pojedinacˇno, neovisno za
svaku opservablu. U mnogim slucˇajevima se odabiru jednake tezˇine Wi za sve opser-
vable pojedinog tipa, medutim ne postoji ocˇiti izbor vrijednosti [32], moguc´i su razni
optimizacijski protokoli. Ta neodredenost je jedan od glavnih razloga za postojanje
mnosˇtva razlicˇitih parametrizacija u teoriji nuklearne strukture.
Pravila statisticˇke analize, medutim, nalazˇu da ukupna kaznena funkcija u mini-
mumu bude normalizirana na Nd − Np, tj. da bi prosjek χ2(p0) po stupnju slobode
trebao biti jednak jedinici:
χ2(p0)
Nd −Np ←→ 1. (2.3)
Ovim uvjetom se uklanja dio proizvoljnosti u odabiru tezˇina.
Osnovna ideja je podesiti ∆Othei tako da bude dosljedna s raspodjelom reziduala,
cˇak i ako je ta raspodjela nestatisticˇka. Relativne tezˇine se, stoga, mogu odrediti iz
zahtjeva da prosjek χ2 za svaki tip bude:∑
i∈typ
(Oi(p)−Oexpi )2
∆O2i
= Ntyp
Nd −Np
Nd
, (2.4)
gdje je Ntyp broj podataka odredenog tipa. Dakle, vrijednosti ∆Oi ≈ ∆Othei moraju
posˇtovati uvjet normalizacije (2.4) i ne mogu se odabrati na pocˇetku, vec´ se moraju
odrediti iteracijom tijekom optimizacijskog procesa. U praksi su uvjeti (2.3) i (2.4)
rijetko kada egzaktno ispunjeni. Zbog toga se uvodi globalni faktor skaliranja s, takav
da vrijedi
χ2norm(p0) =
χ2(p0)
s
= Nd −Np. (2.5)
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Ovaj postupak se svodi na podesˇavanje ∆Oi −→ ∆Oi
√
s koje daje tocˇnu norma-
lizaciju za χ2norm, ali ostavlja relativne tezˇine nepromijenjenima, stoga ga mozˇemo
izracˇunati nakon sˇto odredimo minimum p0. Ako su eksperimentalne i numericˇke po-
gresˇke male u usporedbi s teorijskim nepouzdanostima, tj. ako vrijedi ∆Oi = ∆Othei ,
pretpostavka (2.5) definira trivijalni faktor skaliranja koji ne utjecˇe na minimum.
Pretpostavka (2.5) je ujedno i jedina koja ne ovisi o izboru istrazˇivacˇa. Na taj nacˇin
je normalizacija χ2 u njenom minimumu p0 definicijski fiksirana. Ovo povlacˇi da
radimo s modelom koji je fundamentalno netocˇan i ne mozˇe opisati istodobno sve
podatke unutar samo eksperimentalnih i numericˇkih pogresˇaka.
Optimalna parametrizacija p0 je ona koja minimizira kaznenu funkciju, u nasˇem
slucˇaju χ2 funkciju, cˇija je vrijednost u minimumu tada χ20 = χ
2(p0). Globalni opti-
mizacijski model postaje vrlo slozˇen kada se razmatra nekoliko kategorija opservabli
prilagodbe. Svaka optimizacijska procedura je zahtjevna jer trazˇi veliki broj ocjena
modela. Zbog tih razloga je korisno imati preliminarne procjene za vrijednosti pa-
rametara i njihove pogresˇke. Jedna ucˇinkovita predoptimizacijska metoda, osobito
pogodna ako su opservable linearne funkcije parametara modela, je linearna regre-
sija uz koriˇstenje dekompozicije singularnih vrijednosti (SVD). Ova metoda se koristi
pri prilagodbama masa, jednocˇesticˇnih energija i predoptimizaciji novih funkcionala.
Jedna od prednosti SVD pristupa jest i ta da pruzˇa procjenu efektivne velicˇine para-
metarskog prostora modela [39–41].
Koncept od velike vazˇnosti u statistici, usko povezan s funkcijom χ2, je funkcija
vjerodostojnosti koja predstavlja vjerodostojnost da skup parametara p modela re-
producira dani eksperimentalni podatak Oexpn . Funkcija vjerodostojnosti je definirana
kao:
L (p|Oexpi ) ≡ L(p) = exp
(
−1
2
χ2(p)
)
= exp
[
−1
2
N∑
i=1
(Oi(p)−Oexpi )2
∆O2i
]
. (2.6)
Korist funkcije vjerodostojnosti lezˇi u njenoj relativnoj vrijednosti. Imamo li dva
proizvoljna skupa parametara (ili modela) p1 i p2, funkcija vjerodostojnosti daje re-
lativnu vjerojatnost da c´e dani model reproducirati dani eksperimentalni podatak.
Optimalni (ili najvjerodostojniji) skup parametara p0 je, kao sˇto je vec´ recˇeno, onaj
koja minimizira kaznenu funkciju. Minimizacija kaznene funkcije χ2(p) je u pot-
punosti ekvivalentna maksimizaciji funkcije vjerodostojnosti L(p), tj. minimizaciji
negativnog logaritma funkcije vjerodostojnosti:
− lnL(p) = 1
2
χ2(p) =
1
2
N∑
i=1
(Oi(p)−Oexpi )2
∆O2i
. (2.7)
Dakle, taj optimalni skup parametara p0 = (p1 . . . , pF ) zadovoljava uvjet:
∂χ2(p)
∂pi
∣∣∣
p=p0
≡ ∂iχ2(p0) = 0 (za i = 1, . . . , F ). (2.8)
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Iako je metoda maksimalne vjerodostojnosti, uz algoritam za uzorkovanje (npr.
Metropolis Monte Carlo algoritam), jednostavna i oslobodena aproksimacija, genera-
cija velikog skupa parametara modela i izracˇun odredenih opservabli unutar takvog
pristupa je neprakticˇan i racˇunalno vrlo intenzivan. U takvim slucˇajevima mozˇemo
primijeniti gaussijansku aproksimaciju - analiticˇki pristup u kojem se u istrazˇivanju
parametarskog prostora zadrzˇavamo u neposrednoj okolici minimuma χ2. Gaussi-
janska aproksimacija se sastoji od istrazˇivanja malih, kvadraticˇnih oscilacija oko χ2
minimuma:
χ2(p) ≈ χ2(p0) + 1
2
F∑
i,j=1
(p− p0)i(p− p0)j
(
∂2χ2
∂pi∂pj
)
0
(2.9)
Pogodno je izraziti odstupanja od minimuma preko bezdimenzionalnih, skaliranih
varijabli:
xi ≡ (p− p0)i
(p0)i
. (2.10)
Gaussijanska aproksimacija (2.9) sada poprima kompaktniji oblik:
χ2(p) = χ20 + x
TMˆx, (2.11)
gdje je x vektor stupac dimenzije F , xT transponirani vektor (redak), a Mˆ Hessijan,
simetricˇna matrica drugih derivacija, dimenzije F × F :
Mij = 1
2
(
∂2χ2
∂xi∂xj
)
x=0
=
1
2
∂i∂jχ
2
0. (2.12)
Svaka opservabla A se mozˇe izracˇunati unutar modela kao A = A(p), uz dani
skup parametara p. Vrijednost A varira unutar intervala pouzdanosti, sˇto znacˇi da A
ima odredenu nepouzdanost ∆A. Jednostavnosti radi, pretpostavimo da opservabla
A slabo varira s p tako da ju mozˇemo linearizirati u nama vazˇnom intervalu
A(p) ' A0 + ∂pA|p0 · (p− p0) za A0 = A(p0). (2.13)
Raspodjela vjerojatnosti za proizvoljnu opservablu A se u gaussijanskoj aproksimaciji
mozˇe izracˇunati u zatvorenoj formi:
P (A) =
∫
dp δ(A− Ath(p)) exp (−1
2
χ2(p)
)∫
dp exp
(−1
2
χ2(p)
) (2.14)
P (A) =
∫
dx δ (A− A0 − xiAi) exp
(
−1
2
xTMˆx
)
∫
dx exp
(
−1
2
xTMˆx
)
=
∫ ∞
−∞
dp
2pi
[
Z(J)
Z(0)
]
exp (ip(A− A0)) ,
(2.15)
gdje su A0 ≡ Ath0 , Ai ≡ ∂iAth0 , Ji ≡ −ipAi. Pritom smo iskoristili svojstvo Diracove
delta funkcije:
δ(t) =
∫ ∞
−∞
ds
e−its
2pi
⇒ δ (A− A0 − xiAi) =
∫ ∞
−∞
dp
2pi
exp (ip(A− A0 − xiAi)) .
(2.16)
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Uveli smo i particijsku funkciju
Z(J) =
∫
dx exp
(
−1
2
xTMˆx+ J · x
)
= Z(0) exp
(
1
2
JTMˆ−1J
)
. (2.17)
Izvrijednili smo gaussijanski integral nadopunjavanjem do potpunog kvadrata. Pre-
ostali integral po p je takoder gaussijanski i rijesˇi se na slicˇan nacˇin, sˇto nam daje
rezultat za P (A) u gaussijanskoj aproksimaciji:
P (A) =
1√
2piσ2A
exp
(
−(A− A0)
2
2σ2A
)
, (2.18)
gdje je varijanca opservable A glasi:
σ2A = A
TMˆ−1A =
F∑
i,j=1
(
∂A
∂xi
)
0
Mˆ−1ij
(
∂A
∂xj
)
0
. (2.19)
Varijanca nam govori koliko je opservabla rasprsˇena oko njene prosjecˇne vrijed-
nosti. Zanimljivo je analizirati uzroke tog rasprsˇenja. Za pocˇetak, krenimo od matrice
drugih derivacija Mˆ. Kako je ona simetricˇna, mozˇe se prevesti u dijagonalnu formu
pomoc´u ortogonalne transformacije: Mˆ = OˆDˆOˆT . Oˆ je ortogonalna matrica cˇije
stupce cˇine normalizirani svojstveni vektor, a Dˆ je dijagonalna matrica svojstvenih
vrijednosti Dˆ = diag(λ1, . . . , λF ). Sve svojstvene vrijednosti su pozitivne jer kaznena
funkcija ima minimum u x = 0, pa (2.19) mozˇemo napisati i na sljedec´i nacˇin:
σ2A = A
T
(
OˆDˆ−1OˆT
)
A = (OˆTA)T Dˆ−1(OˆTA) =
F∑
i=1
λ−1i
(
∂A
∂ξ
)2
0
, (2.20)
gdje F -dimenzionalni vektor ξ = OˆTx predstavlja tocˇku u parametarskom prostoru,
napisan je u novoj, rotiranoj bazi tj. kao linearna kombinacija originalnih parame-
tara modela. Svaka svojstvena vrijednost λi utjecˇe na propadanje kvalitete prilagodbe
kako se krec´emo duzˇ smjera odredenog pripadnim svojstvenim vektorom. ”Mekani”
ili ”ravni” smjer obiljezˇen je malenom ili iˇscˇezavajuc´om svojstvenom vrijednosˇc´u λi
sˇto ima za posljedicu maleno propadanje u kvaliteti. Linearna kombinacija para-
metara modela koja definira takav smjer je slabo ogranicˇena izborom opservabli
ukljucˇenih u definiciju χ2 funkcije [39]. Ako je opservabla od interesa A osjetljiva
na takav smjer, u smislu da je derivacija ∂A/∂ξi iznosom velika, tada c´e i varijanca
σ2A biti velika. Identifikacijom mekanih smjerova mozˇemo unaprijediti nasˇ model,
vidjeti koje vrste opservabli bi se trebale dodati u χ2 kako bi se teorijski model bolje
ogranicˇio.
Koncept od temeljne vazˇnosti u analizi korelacija je kovarijanca izmedu dvije
opservable A i B - cov(A,B). Pretpostavimo da imamo M tocˇaka (ili modela)
(x(1), . . . ,x(M)) u okolici optimalnog modela x(0) = 0, kovarijanca izmedu A i B
je definirana kao:
cov(A,B) =
1
M
M∑
m=1
[
(A(m) − 〈A〉)(B(m) − 〈B〉)] = 〈AB〉 − 〈A〉〈B〉, (2.21)
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gdje je A(m) ≡ A(x(m)), ”〈 〉” oznacˇava statisticˇki prosjek
〈A〉 =
∫ ∞
−∞
AP (A)dA. (2.22)
Pomoc´u gornje definicije kovarijance mozˇemo definirati koeficijent korelacije (josˇ
znan kao Pearsonov produkt-moment koeficijent korelacije):
ρ(A,B) =
cov(A,B)
σAσB
. (2.23)
Primjetimo da je varijanca A, σA = cov(A,A). Za dvije opservable se kazˇe da
su u potpunosti korelirane ako je ρ(A,B) = 1, u potpunosti antikorelirane ako je
ρ(A,B) = −1 i nema korelacije ako je ρ(A,B) = 0. U gaussijanskoj aproksimaciji
kovarijancu mozˇemo izraziti na sljedec´i nacˇin:
cov(A,B) = cov(B,A) = AT CˆB =
F∑
i,j=1
(
∂A
∂xi
)
0
Cij
(
∂B
∂xj
)
0
, (2.24)
gdje je Cˆ simtericˇna 2× 2 matrica kovarijanci:
Cˆ =
(
cov(A,A) cov(A,B)
cov(B,A) cov(B,B)
)
=
(
σ2A σAσBρAB
σAσBρAB σ
2
B
)
. (2.25)
Kako smo pretpostavili da prilagodene opservable Oi ovise linearno o parame-
trima p, matrica kovarijanci se mozˇe povezati s Hessijanom:
Cˆ = sMˆ−1 = s
(
Jˆ T Jˆ
)−1
, (2.26)
gdje je
Jˆiα = ∂pαOi|p0
∆Oi (2.27)
Jacobijeva matrica, koja je inverzno proporcionalna usvojenim pogresˇkama.
Ako opservable koje se prilagodavaju slabo ovise o nekim parametrima, Hessi-
jan postaje gotovo singularan i matrica kovarijanci losˇe uvjetovana. U tom slucˇaju
pogresˇke ili sve predvidene vrijednosti (2.19) postanu nerazumno velike. Zato se
opservable koje slabo ovise o parametrima modela ne bi trebale prilagodavati, a pa-
rametri koji imaju malen utjecaj na rezultate bi se trebali ukloniti iz modela priklad-
nim predoptimizacijskim procedurama [42]. Matrice Hessijana (Mˆ), kovarijanci (Cˆ)
i Jacobijana (Jˆ ) su osnovni elementi pri analizi statisticˇkih pogresˇaka i moraju se
racˇunati u sklopu optimizacijskog procesa.
Hessijan, Mˆ = Jˆ T Jˆ , se linearno povec´ava s brojemNd podataka koje ogranicˇavaju
model. U slucˇaju identicˇnih opservabli Oi ≡ O s identicˇnim usvojenim pogresˇkama
Oi ≡ O imamo:
Mˆαβ = Nd
∆O2 (∂pαO|p0)
(
∂pβO|p0
)
. (2.28)
10
Statisticˇka nepouzdanost se smanjuje s brojem Nd podataka koji ogranicˇavaju model.
Ako bi nasˇ model bio egzaktan (∆Onumi = ∆Othei = 0), uzimanjem velikog broja Nd
modelirane opservable bi bile odredene s proizvoljnom tocˇnosˇc´u
∆A =
√
∆A2 ∼ ∆O
exp
√
Nd
, (2.29)
a preciznost bi ovisila o korijenu broja mjerenja. Opc´enito govorec´i, kako broj neko-
reliranih podataka raste i broj parametara ostaje fiksiran, interval pouzdanosti pos-
taje uzˇi. To ne znacˇi da povec´anjem Nd mozˇemo ucˇiniti predvidanja tocˇnijima. U
nekom trenutku dodavanje opservabli prilagodbe nec´e imati smisla jer c´e ukupnom
pogresˇkom modela dominirati sistematska pogresˇka.
Preciznost egzaktnog modela se poboljˇsava smanjenjem neodredenosti eksperi-
mentalnih podataka ∆Oexp. Medutim, kada model nije egzaktan i teorijska pogresˇka
dominira, primjena uvjeta normalizacije (2.5) na opservable istog tipa, uz pretpos-
tavku identicˇnih tezˇina, daje:(
∆Othe)2 = Nd
Nd −Np (O(p0)−O
exp)2 . (2.30)
Tipicˇne usvojene teorijske pogresˇke su reda velicˇine tipicˇnog reziduala i ne mogu se
dalje smanjiti.
2.1.2 Procjena sistematskih pogresˇaka
Sistematske pogresˇke teorijskog modela su posljedica fizike koja nedostaje i/ili losˇeg
modeliranja. Kako u vec´ini slucˇajeva savrsˇeni model nije dostupan, procjena siste-
matskih pogresˇaka je vrlo zahtjevna. Pri procjeni sistematskih nepouzdanosti, osobito
u kontekstu ekstrapolacija, mogu se primijeniti sljedec´e strategije:
Analiza reziduala - proucˇavanje raspodjele reziduala za danu opservablu. Za
savrsˇeni model raspodjela je statisticˇka. Medutim, u vec´ini prakticˇnih slucˇajeva se
mogu primjetiti sistematski trendovi koji nam pomazˇu pri pogadanju kakva fizika
nedostaje modelu.
Analiza medumodelskih ovisnosti - napravimo odredeni broj predvidanja Oj za
opservablu O. Pritom koristimo skup od Nm razumnih i dovoljno razlicˇitih modela
Mj, j = 1, . . . , Nm, koji su dobro kalibrirani na postojec´e podatke i koji se temelje
na razlicˇitim teorijskim pretpostavkama ili optimizacijskim protokolima. Ako pret-
postavimo da razlicˇiti modeli imaju medusobno neovisne naklonjenosti, pristranosti,
mozˇemo se nadati da c´e se dogoditi odredena nasumicˇna raspodjela sistematskih
pogresˇaka. Predvidena vrijednost opservable O, usrednjena po modelima, je tada:
Om = 1
Nm
Nm∑
j=1
Oj, (2.31)
11
uz odgovarajuc´u sistematsku pogresˇku
∆Osyst,m =
√√√√ 1
Nm
Nm∑
j=1
(Oj − O¯m)2, (2.32)
koja pruzˇa mjerilo nepouzdanosti modela.
Usporedba s postojec´im podacima - sistematske pogresˇke prilagodenih opserva-
bli se mogu procijeniti iz optimizacije modela uz koriˇstenje velike kolicˇine podataka,
kako bismo osigurali da je statisticˇka pogresˇka mala. Tada izracˇunamo r.m.s. od-
stupanje ∆Orms od poznatih eksperimentalnih podataka za dani tip opservable (npr.
masa ili radijus). Sistematska pogresˇka predvidene opservable O, koja pripada ovom
tipu, trebala bi biti najmanje reda velicˇine ∆Orms.
Nakon sˇto smo procijenili sistematsku i statisticˇku pogresˇku, predvidena opserva-
bla O se mozˇe napisati kao
O = O ±∆Ostat ±∆Osyst. (2.33)
Izlozˇena analiza usvojenih pogresˇaka i skrivenih sistematskih pogresˇaka ne dozvo-
ljava da u potpunosti procjenimo doprinos sistematskih pogresˇaka ekstrapolacijama
jer dostupni podaci obicˇno ogranicˇavaju samo jedno, konacˇno podrucˇje parametar-
skog prostora modela.
2.2 Teorija srednjeg polja
Koncept teorije srednjeg polja ima sˇiroku primjenu u opisu interagirajuc´ih mnogocˇesti-
cˇnih sustava u fizici. Osnovna ideja tog pristupa jest ta da se pri analizi mnogocˇesticˇnog
sustava ne sumiraju sve dvocˇesticˇne interakcije cˇestica u sustavu, vec´ da se opiˇse inte-
rakcija jedne cˇestice sa svim ostalima pomoc´u usrednjenog potencijala kojeg stvaraju
ostale cˇestice. U jednom takvom mnogocˇesticˇnom sustavu, promotrimo cˇesticu i na
polozˇaju ~ri koja se nalazi u potencijalu U kojeg stvaraju cˇestice j
U(~ri) =
∑
j
V (~ri, ~rj) 7→ U [ρ(~ri)] . (2.34)
Cˇestica i osjec´a prosjecˇni potencijal koji ovisi o gustoc´i cˇestica na njenom polozˇaju
ρ(~r) =
∑
j
Ψ∗j(~r)Ψj(~r). (2.35)
Problem se rijesˇava u terminima potencijala srednjeg polja U [ρ] koji je funkcional
gustoc´e ρ. Teorija srednjeg polja je vrlo ucˇinkovit opis mnogocˇesticˇnih sustava po-
put atomskih jezgara ili beskonacˇne nuklearne materije. Cilj je nac´i tocˇan funkcional
gustoc´e U [ρ] koji minimizira mnogocˇesticˇni hamiltonijan. Postojanje takvog funk-
cionala mozˇe se dokazati unutar Kohn-Shamove teorije [4, 5]. Kako taj funkcional
izgleda, medutim, ovisi o problemu. Postupak pronalaska funkcionala koji je sˇto
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moguc´e blizˇi egzaktnom rjesˇenju, koje u principu postoji, je vrlo zahtjevan. Takoder
treba imati na umu da je teorem postojanja - Hohenberg-Kohn teorem [43], dokazan
za cˇestice u vanjskom polju, npr. atome u elektromagnetskom polju. Da ovaj teorem
vrijedi i za za vezane sustave, poput jezgara, je pretpostavka koja nije eksplicintno
dokazana.
2.2.1 Osnovna svojstva beskonacˇne nuklearne materije
Mnoga teorijska razmatranja nuklearnih problema postaju jednostavnija ako pret-
postavimo da je gustoc´a uniformna kroz cijeli volumen promatranog sustava. Zbog
ovoga je stvorena beskonacˇna nuklearna materija, idealiziran sustav vezanih jezgara,
uniformne gustoc´e, koji aproksimira unutrasˇnjost tesˇke jezgre. Kako bi se situacija
dodatno pojednostavila, pretpostavlja se i da je broj protona jednak broju neutrona.
Takav sustav je pogodan za istrazˇivanje nukleon-nukleon interakcija i razlicˇitih teh-
nika rijesˇavanja problema mnosˇtva cˇestica. Kako se radi o beskonacˇnom sustavu,
mozˇe se zanemariti gibanje centra mase i komplikacije koje proizlaze iz njega, kao u
slucˇaju konacˇnih jezgara. U takvim istrazˇivanjima se cˇesto i zanemaruju elektormag-
netske interakcije, posˇto je fokus na nuklearnim interakcijama. Neutronske zvijezde
su najblizˇi primjer iz prirode beskonacˇnoj nuklearnoj materiji.
Energija vezanja u beskonacˇnoj nuklearnoj materiji se mozˇe dobiti koristec´i We-
izsa¨ckerove masene formule. Za konacˇnu jezgru, volumen je proporcionalan broju
nukleona A, a povrsˇina proporcionalna A2/3. Omjer povrsˇinskog i volumnog cˇlana
je proporcionalan A−1/3. Stoga, za beskonacˇnu nuklearnu materiju mozˇemo zane-
mariti povrsˇinski cˇlan, jer A−1/3 −→ 0. Doprinos Coulombovog odbijanja se takoder
mozˇe zanemariti jer ne zˇelimo promatrati elektromagnetske efekte. Energija sime-
trije takoder iscˇezava uz pretpostavku Z = N . Energija sparivanja se isto tako mozˇe
zanemariti jer je A beskonacˇan, sˇto ostavlja samo volumni cˇlan u izrazu za energiju
vezanja u beskonacˇnoj nuklearnoj materiji. Iz studija izvrsˇenih na konacˇnim jez-
grama, imamo rezultat za energiju vezanja po nukleonu u beskonacˇnoj nuklearnoj
materiji:
EB
A
= 16± 1 MeV. (2.36)
Nepouzdanost od 1 MeV odrazˇava varijacije u vrijednostima koje su dobivene na
razlicˇite nacˇine.
Gustoc´a beskonacˇne nuklearne materije se mozˇe dobiti iz maksimalne ili satura-
cijske gustoc´e u konacˇnim jezgrama. Vrijednost koja se najcˇesˇc´e koristi je
ρ0 = 0.16± 0.02 nukleona/fm3 (2.37)
Ona je malo vec´a od prosjecˇne gustoc´e 3/(4pir30) = 0.14 nukleona/fm
3, koja se dobiva
uz r0 = 1.2 fm. Razlika dolazi zbog toga sˇto ovdje nemamo definiranu povrsˇinu
sustava, vec´ je on beskonacˇan.
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ρ0 mozˇemo povezati i s Fermijevim impulsom nukleona. Ako energija pobudenja
nije velika, vec´ina niskolezˇec´ih jednocˇesticˇnih stanja su zaposjednuta. Zbog toga
Paulijev princip iskljucˇenja igra vazˇniju ulogu nego nukleon-nukleon interakcija u
odredivanju gibanja nukleona unutar beskonacˇne nuklearne materije. U analizi tak-
vog sustava mozˇemo primijeniti model degeneriranog Fermijevog plina kako bismo
istrazˇili raspodjelu impulsa nukleona. U ovakvoj aproksimaciji nukleoni se tretiraju
kao neinteragirajuc´i fermioni, a osnovno stanje se dobiva popunjavanjem svih dos-
tupnih niskolezˇec´ih jednocˇesticˇnih stanja.
Za slobodnu cˇesticu u kubicˇnoj kutiji, duljine stranice L, valna funkcija je dana
ravnim valom,
ψ(r) =
1
L3/2
eik·r. (2.38)
U odsutnosti spinskih i izospinskih stupnjeva slobode, dozvoljene vrijednosti valnih
brojeva k = (kx, ky, kz) su dane uvjetom iˇscˇezavanja valne funkcije na rubu kutije. To
daje vrijednosti,
kx =
2pi
L
nx ky =
2pi
L
ny kz =
2pi
L
nz (2.39)
gdje su nx, ny, nz cijeli brojevi. Broj dozvoljenih stanja u elementu volumena d3k je
dn = 4
(
L
2pi
)3
d3k (2.40)
gdje faktor 4 dolazi zbog cˇinjenice da postoji jednak broj protona i neutrona i da
svaki od njih mogu biti u stanju spina gore ili dolje.
Sada mozˇemo povezati nuklearnu gustoc´u s Fermijevim impulsom. Kako je uku-
pan broj nukleona A i u osnovnom stanju oni svi popunjavaju niskolezˇec´a stanja do
Fermijevog impulsa kF , to daje sljedec´u relaciju
A =
∫ F
0
dn =
∫ kF
0
4
(
L
2pi
)3
d3k = 4
(
L
2pi
)3
4pi
3
k3F . (2.41)
Gustoc´a nukleona se dobiva iz broja nukleona u volumenu L3,
ρ0 =
A
L3
=
2
3pi2
k3F . (2.42)
Invertirajuc´i prethodnu relaciju, dobiva se Fermijev impuls u ovisnosti o gustoc´i be-
skonacˇne nuklearne materije,
kF =
(
3pi2
2
ρ0
)1/3
= 1.33± 0.05 fm−1. (2.43)
Prosjecˇna kineticˇka energija nukleona u beskonacˇnoj nuklearnoj materiji se mozˇe
izracˇunati iz (2.40), koristec´i cˇinjenicu da je vrijednost za nukleon (~k)
2
2MN
, gdje je MN
masa nukleona. Uzimajuc´i prosjek po svim nukleonima, dobiva se rezultat
¯ =
1
A
∫ kF
0
(~k)2
2MN
4
(
L
2pi
)3
d3k =
3
5
(~kF )2
2MN
=
3
5
F . (2.44)
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Vrijednost Fermijeve energije F se mozˇe pronac´i koristec´i kF dobiven u (2.43),
F =
(~kF )2
2MN
≈ 37 MeV. (2.45)
Prosjecˇna energija nukleona je dakle ¯ ≈ 22 MeV.
Stanje minimalne energije predstavlja stabilnu ravnotezˇu za beskonacˇnu nukle-
arnu materiju u odnosu na male promjene gustoc´e. Zato promjena energije vezanja
po cˇestici zbog promjena u Fermijevom impulsu, mora iˇscˇezavati,
d
dkF
(
EB
A
)
= 0. (2.46)
Derivacija drugog reda EB/A ovisi o krutosti nuklearne materije u odnosu na pro-
mjene u gustoc´i. To se mjeri modulom kompresije,
K = k2F
d2
dk2F
(
EB
A
)
ρ=ρ0
(2.47)
sˇto predstavlja nagib promjene energije vezanja po nukleonu, funkcije koja ovisi o kF .
Kako se izvrijednjava u minimumu energije, on je pozitivna velicˇina. Modul kompre-
sije je ekvivalentan modulu elasticˇnosti u mehanici, koji opisuje promjenu volumena
materijala kao funkciju primijenjenog pritiska. Za nuklearnu materiju vrijedi
K ≈ 200 MeV (2.48)
odredeno iz npr. energije potrebne za pobudenje jezgre bez promjene njezinog
oblika.
Gustoc´a cˇestica je suma svih zaposjednutih stanja unutar volumena (2pi)3 faznog
prostora.
ρ = N/V =
∑
k,λ
Ψ∗k,λ(~r)Ψk,λ(~r) 7→
γ
(2pi)3
∫
d3k n(~k). (2.49)
U granici kontinuuma suma se mozˇe zamijeniti integralom preko raspodjele impulsa
n(~k). Kako se radi o fermionima, kvantna stanja unutar volumena (2pi)3 moraju
biti razlicˇita. Stoga su stanja ~k zaposjednuta do Fermijevog impulsa kF . Raspodjela
zaposjednutih stanja je dana Fermijevom sferom radijusa kF .
n(~k) = Θ(kF − |~k|). (2.50)
Integracija u (2.49) vodi na vezu izmedu gustoc´e i Fermijevog impulsa
ρ =
γ
6pi2
k3F (2.51)
gdje je γ faktor degeneracije. Za izospinski simetricˇnu nuklearnu materiju s jednakim
brojem protona i neutrona je γ = 4, sˇto znacˇi da svako impulsno stanje ~k mozˇe
biti zaposjednuto s cˇetiri stanja (proton i neutron, spina gore ili dolje). Za cˇistu
neutronsku materiju spin-izospin degeneracija je γ = 2.
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Kljucˇna velicˇina koja opisuje svojstva beskonacˇne materije je jednadzˇba stanja, tj.
gustoc´a energije  kao funkcija gustoc´e cˇestica. Gustoc´a energije je suma kineticˇke
energije i srednjeg polja
(ρ) =
γ
(2pi)3
∫
d3k
~k2
2M
n(~k) + U [ρ]. (2.52)
Jednadzˇba stanja mozˇe se izraziti preko gustoc´e tlaka umjesto gustoc´e energije, sˇto
je uobicˇajeno u hidrodinamici pri opisu idealnih fluida. Oba opisa su ekvivalentna
jer su gustoc´a energije i tlaka povezani termodinamicˇkim relacijama. U nuklearnoj
fizici je prakticˇnije za opis nuklearne materije koristiti gustoc´u energije ili gustoc´u po
cˇestici:
E/A = /ρ =
3k2F
10M
+ U [ρ]/ρ. (2.53)
U (2.53) je izvrijednjen integral kineticˇke energije u nerelativisticˇkom slucˇaju. Iz
cˇinjenice da postoje stabilne jezgre slijedi da energija po cˇestici E/A mora imati
minimum. Ova tocˇka se zove tocˇka saturacije. Ta vrijednost, energija vezanja po
nukleonu, se mozˇe dobiti iz Weizsa¨ckerove formule mase za konacˇne jezgre:
E = −a1A︸ ︷︷ ︸
volumni cˇlan
+ a2A
2
3︸ ︷︷ ︸
povrsˇinski cˇlan
+ a3
Z2
A1/3︸ ︷︷ ︸
Coulombov cˇlan
+ a4
(A− 2Z)2
A︸ ︷︷ ︸
cˇlan simetrije
+ λ
a5
A3/4︸ ︷︷ ︸
energija sparivanja
. (2.54)
Weizsa¨ckerova formula sadrzˇi pet cˇlanova. Volumni cˇlan opisuje uvjete u unutrasˇnjosti
tesˇke jezgre. Povrsˇinski cˇlan opisuje povrsˇinsku napetost. Cˇlan simetrije izvire zbog
izospinske ovisnosti nuklearnih sila (izmjena izovektorskih mezona) i razmjerna je
razlici broja protona i neutrona. Cˇlan sparivanja dolazi zbog fenomena superfluid-
nosti koji postoji i u nuklearnim sustavima.
Kako razmatramo beskonacˇnu, izotropnu i homogenu nuklearnu materiju, samo
volumni cˇlan doprinosi pa Weizsa¨ckerova formula daje vrijednost E/A ' −16 MeV
u tocˇki saturacije. Gustoc´a na kojoj se ovo zbiva, gustoc´a saturacije, je poznata iz
rasprsˇenja elektrona na konacˇnim jezgrama. To je gustoc´a u unutrasˇnjosti tesˇke jez-
gre, npr. 208Pb i iznosi ρ0 ' 0.16 fm−3. Kako bi funkcional gustoc´e bio realisticˇan,
kljucˇno je da zadovolji nuklearna saturacijska svojstva:
ρ0 ' 0.16 fm−3; kF0 ' 1.36 fm−1 = 260 MeV; E/A(ρ0) ' −16 MeV. (2.55)
Saturacijska gustoc´a se mozˇe shvatiti i na sljedec´i intuitivni nacˇin: nukleon, radijusa
oko 1.2 fm, zauzima volumen oko 8 fm3 pa je gustoc´a na kojoj se nukleoni dodi-
ruju 1/8 fm−3. Iz ponasˇanja nuklearnih sila, slicˇnog Van der Waalsovim, je intuitivno
jasno da je konfiguracija gdje se nukleoni dodiruju energijski najpovoljnija. Tada je
doprinos jakih privlacˇenja srednjeg dosega maksimalan. Ako bi se materiju i dalje
komprimiralo, nukleoni bi pocˇeli osjec´ati odbojni potencijal. Zato u normalnim uvje-
tima nuklearni sustavi iznad saturacijske gustoc´e ρ0 u prirodi ne postoje. Iznimka
su neutronske zvijezde u kojima gravitacijski tlak kompresira nuklearnu materiju na
gustoc´u pet do deset puta vec´u od saturacijske.
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2.2.2 Relativisticˇki modeli srednjeg polja
Za opis nuklearne materije, neutronskih zvijezda i jezgara koristimo σω - model. σω
- model sadrzˇi samo dva mezona, skalarni σ i vektorski ω mezon. Ova dva mezona su
temelj najjednostavnije verzije kvantne hadrodinamike (QHD) koja opisuje sve vazˇne
aspekte relativisticˇke nuklearne dinamike koju je 1974. razvio Walecka [13]. QHD
se smatra efektivnom teorijom koja je primjenjiva na razini srednjeg polja. Efektivna
je u smislu da se konstante vezanja σ i ω mezona s nukleonom ne odreduju iz slo-
bodnog nukleon-nukleon rasprsˇenja, vec´ se smatraju slobodnim parametrima koji se
prilagodavaju svojstvima nuklearne materije, posebice nuklearnoj tocˇki zasic´enja.
Unutar σω-modela imamo sljedec´e stupnjeve slobode: nukleon, skalarni σ-mezon
(izo-skalar), vektorski ω-mezon (izo-skalar) i vektorski ρ-mezon (izo-vektor) kojeg
zanemarujemo jer ne doprinosi u beskonacˇnoj nuklearnoj materiji (iako je vazˇan za
vrlo tocˇan opis svojstava konacˇnih jezagara poput jednocˇesticˇnih spektara ili neutron-
skog skina). Pristup ovakvog efektivnog modela, poput σω-modela, je da se doprinosi
koji su izvan dosega aproksimacije ne tretiraju eksplicitno, vec´ apsorbiraju na neki
nacˇin u parametre modela, tj. konstante vezanja. Stoga pion nije eksplicitno ukljucˇen
kao stupanj slobode.
Postoji mnogo prosˇirenja originalnog σω-modela QHD-I [14] koji unaprijeduju
opis saturacije i konacˇnih jezgara. Jedno od tih prosˇirenja su i relativisticˇki mo-
deli tocˇkastog vezanja (engl. relativistic point coupling models). U tim modelima
je napusˇtena slika izmjene mezona, vec´ se lagranzˇijan formulira preko nukleonskih
polja, a tocˇkasta vezanja se razvijaju u red potencija nukleonskih polja i vrhova. Vr-
hovi se konstruiraju kontrakcijama Diracovih vrhova (skalara, vektora, tenzora,. . .) s
derivacijama. Sada su derivacije, umjesto mezona, odgovorne za konacˇan doseg sila.
Teorija funkcionala gustoc´e (engl. Density Functional Theory; DFT) je jedan od
najpopularnijih i najuspjesˇnijih ab initio pristupa u opisu kvantnih sustava mnosˇtva
cˇestica (npr. atomi, molekule, krutine) zbog malih racˇunalnih zahtjeva u odnosu na
tocˇnost koju daje. Osnovna ideja ovog pristupa je da se svojstva osnovnog stanja sta-
cionarnog kvantnog sustava mnosˇtva cˇestica mozˇe opisati u potpunosti preko gustoc´e
osnovnog stanja. Gustoc´a ρ(r) je funkcija samo tri prostorne koordinate, umjesto
3N koordinata N -cˇesticˇne valne funkcije. Zato je DFT racˇunski izvediv i za velike
sustave. Vec´ina primjena teorije funkcionala gustoc´e koristi efektivne jednocˇesticˇne
Kohn-Sham (KS) jednadzˇbe [3, 4], uvedene za pomoc´ni sustav N neinteragirajuc´ih
cˇestica. Prema Hohenberg-Kohn teoremu [43] postoji jedinstveni energijski funkci-
onal
Es[ρ] = Ts[ρ] +
∫
d3rvs(r)ρ(r), (2.56)
koji za varijacijsku jednadzˇbu daje egzaktnu gustoc´u osnovnog stanja ρs(r). Ts(r)
je univerzalni funkcional kineticˇke energije neinteragirajuc´eg sustava. KS pristup se
temelji pretpostavci da za svaki interagirajuc´i sustav postoji jedinstveni jednocˇesticˇni
lokalni potencijal vs(r), takav da je egzaktna gustoc´a osnovnog stanja jednaka gustoc´i
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osnovnog stanja pomoc´nog, neinteragirajuc´eg sustava:
ρ(r) = ρs(r) =
N∑
i
|φi(r)|2. (2.57)
U (2.57) je ona dana preko N najnizˇih zaposjednutih jednocˇesticˇnih orbitala koja su
rjesˇenja Kohn-Shamove jednadzˇbe:[
−∇
2
2m
+ vs(r)
]
φi(r) = iφi(r). (2.58)
Jedinstvenost vs(r) slijedi iz Hohenberg-Kohn teorema i jednocˇesticˇne orbitale su
jedinstveni funkcionali gustoc´e φi(r) = φi([ρ]; r).
Za sustave poput atomske jezgre, energijski funkcional se mozˇe rastaviti na tri
cˇlana:
F [ρ] = Ts[ρ] + EH [ρ] + Exc[ρ], (2.59)
gdje je Ts kineticˇka energija neinteragirajuc´eg sutava A nukleona, EH je Hartreejeva
energija, a Exc predstavlja energiju izmjene i korelacije, koja, po definiciji, sadrzˇi
sve ostale viˇsecˇesticˇne efekte. Odgovarajuc´i lokalni potencijal izmjene i korelacije je
definiran kao:
vxc[ρ](r) =
δExc[ρ]
δρ(r)
. (2.60)
Stoga je lokalni jednocˇesticˇni potencijal dan s:
vs[ρ](r) = vH [ρ](r) + vxc[ρ](r). (2.61)
Kako efektivni potencijal ovisi o gustoc´i osnovnog stanja, sustav jednadzˇbi (2.57),
(2.58) i (2.61) se mora rijesˇiti samosuglasno. Opisani postupak je Kohn-Shamova
shema teorije funkcionala gustoc´e. Kohn-Shamova shema ide dalje od Hartree-
Fockove aproksimacije posˇto ukljucˇuje i korelacijske efekte, medutim korisnost ova-
kovog pristupa ovisi o tome koliko smo sposobni konstruirati dovoljno tocˇnu aprok-
simaciju egzaktne energije korelacije i izmjene. Pravi funkcional energije korelacije
i izmjene je univerzalan te poprima isti funkcionalni oblik u svim sustavima. Jedan
moguc´i pristup je formulacija Exc iz osnovnih nacˇela, koriˇstenjem poznatih egzakt-
nih ogranicˇenja. No, cˇak i kad bi se formulirao funkcional s potpuno mikroskopskim
temeljima, njegovi bi se parametri i dalje u odredenoj mjeri morali prilagodavati eks-
perimentalnim podacima jer nukleon-nukleon rasprsˇenja i svojstva nuklearne tvari
jednostavno ne mogu odrediti funkcional do preciznosti potrebne za opis srednje
tesˇkih i tesˇkih jezgara. Drugi pristup je empirijski - parametarski ansatz se optimizira
prilagodbom na skup eksperimentalnih podataka.
Hohenberg-Kohn teorem i samosuglasni Kohn-Sham postupak imaju relativisticˇko
prosˇirenje. Relativisticˇku Kohn-Sham jednadzˇbu za pomoc´ni neinteragirajuc´i sustav u
ovom slucˇaju predstavlja jednocˇesticˇna Diracova jednadzˇba s lokalnim cˇetveropotencijalom
koji ovisi o cˇetverostrujama u osnovnom stanju.
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2.2.3 Point-coupling modeli
Osnovni elementi relativisticˇkog nuklearnog energijskog funkcionala gustoc´e su gustoc´e
i struje bilinearne u Diracovom spinornom polju ψ nukleona: ψ¯OτΓψ, uz Oτ ∈
{1, τi} i Γ ∈ {1, γµ, γ5, γ5γµ, σµν}. τi su izospinske Paulijeve matrice, a Γ opc´enito
oznacˇava Diracove matrice. Opc´enito kovarijantni lagranzˇijan se mozˇe napisati kao
red potencija struja ψ¯OτΓψ i njihovih derivacija. Funkcional tocˇkastog vezanja (engl.
point-coupling) ili model srednjeg polja s tocˇkastim vezanjem (PC-RMF) je, struk-
turno gledajuc´i, osobito jednostavan jer ukljucˇuje samo kontaktna vezanja izmedu
struja. U obzir uzimamo sljedec´e kanale: izoskalar-skalar (ψ¯ψ)2, izoskalar-vektor
(ψ¯γµψ)(ψ¯γ
µψ) i izovektor-vektor (ψ¯~τγµψ) · (ψ¯~τγµψ). Lagranzˇijan PC-RMF modela
sadrzˇi cˇetverofermionske (kontaktne) cˇlanove interakcije:
L = ψ¯(iγ · ∂ −m)ψ
− 1
2
αs(ρˆv)(ψ¯ψ)(ψ¯ψ)− 1
2
αv(ρˆv)(ψ¯γ
µψ)(ψ¯γµψ)
− 1
2
αtv(ρˆv)(ψ¯~τγ
µψ)(ψ¯~τγµψ)
− 1
2
δs(∂νψ¯ψ)(∂
νψ¯ψ)− eψ¯γ · A(1− τ3)
2
ψ
(2.62)
Zadnji cˇlan u izrazu definira vezanje protona na elektromagnetski cˇetveropotencijal.
Cˇlan s derivacijom u (2.62) je odgovoran za efekte viˇseg reda iz razvoja matrice
gustoc´e konacˇnog dosega i korelacijske efekte [44,45]. Iako bi se u svaki spin-izospin
kanal mogao ukljucˇiti cˇlan s derivacijom, u praksi podaci iz osnovnog stanja mogu
ogranicˇiti samo jedan cˇlan s derivacijom. Nasˇ funkcional implementira taj cˇlan u
izoskalar-skalar kanalu. Parametri snage αc interakcijskih cˇlanova u (2.62) su ovisni
o gustoc´i i funkcionali su
√
jµjµ, gdje je jµ = ψ¯γµψ nukleonska cˇetverostruja. Na
niskim brzinama, koje su vazˇne za nasˇe razmatranje, parametri αc ovise samo o ba-
rionskoj gustoc´i ρˆv = ψ†ψ. Jednonukleonska Diracova jednadzˇba (tj. relativisticˇki
analog Kohn-Shamove jednadzˇbe [5]) se dobiva varijacijom lagranzˇijana po ψ¯. Vari-
jacijom se dobiva:
[γµ(i∂
µ − Σµ − ΣµR)− (m+ ΣS)]ψ = 0, (2.63)
gdje su nukleonske vlastite energije definirane sljedec´im relacijama:
Σµ = αv(ρv)j
µ + e
(1− τ3)
2
Aµ (2.64)
ΣµR =
1
2
jµ
ρv
{
∂αs
∂ρ
ρ2s +
∂αv
∂ρ
jµj
µ +
∂αtv
∂ρ
~jµ~j
µ
}
(2.65)
ΣS = αs(ρv)ρs − δsρs (2.66)
ΣµTV = αtv(ρv)~j
µ. (2.67)
Uz doprinose iz izoskalar-vektor cˇetverofermionske interakcije i elektromagnetske in-
terakcije, vlastita energija izoskalar-vektora ukljucˇuje i cˇlanove ΣµR koji proizlaze iz
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varijacije vrsˇnih funkcionala αs, αv i αtv po nukleonskim poljima u operatoru vektor-
ske gustoc´e ρˆv. Vlastite energije Σ su osobito vazˇne u nerelativisticˇkoj granici [46].
Osobito je zanimljiv odnos izmedu skalarne ΣS i vektorske komponente Σ0. Nerelati-
visticˇki lokalni potencijal srednjeg polja je odreden sumom ΣS + Σ0, koja je relativno
malena jer su ove vlastite energije suprotnih predznaka. Razlika ΣS−Σ0, medutim, je
velika i objasˇnjava komparativno velike energijske procjepe izmedu spin-orbit part-
nerskih stanja [47]. Sume i razlike vlastitih energije izoskalar-skalar i izoskalar-
vektor kanala objasˇnjavaju vrlo razlicˇite fizikalne efekte.
Na razini srednjeg polja nuklearno osnovno stanje |φ0〉 je samosuglasno rjesˇenje
sustava jednadzˇbi (2.63)-(2.67), uzimajuc´i u obzir da su izoskalarna i izovektorska
cˇetverostruja osnovnog stanja i skalarna gustoc´a definirane kao ocˇekivane vrijed-
nosti:
jµ = 〈φ0|ψ¯γµψ|φ0〉 =
N∑
k=1
v2kψ¯kγµψk, (2.68)
~jµ = 〈φ0|ψ¯γµ~τψ|φ0〉 =
N∑
k=1
v2kψ¯kγµ~τψk, (2.69)
ρs = 〈φ0|ψ¯ψ|φ0〉 =
N∑
k=1
v2kψ¯kψk, (2.70)
gdje su ψk Diracovi spinori, suma ide preko popunjenih jednocˇesticˇnih orbitala po-
zitivne energije, a v2k su odgovarajuc´i faktori koji opisuju popunjenost pojedine or-
bitale. Jednonukleonske Diracove jednadzˇbe se rijesˇavaju samosuglasno u ”no-sea”
aproksimaciji kojom se iskljucˇuju doprinosi rjesˇenja negativne energije [14,46,48].
U fenomenolosˇkoj konstrukciji relativisticˇkog energijskog funkcionala gustoc´e pocˇinje
se od pretpostavke, ansatza, ovisnosti vlastitih energija nukleona u srednjem polju o
mediju u kojem se nalaze. Potom se slobodni parametri prilagodavaju izravno na
poznate podatke o jezgrama u osnovnom stanju. U ovom radu koristimo sljedec´i an-
satz za funkcionalni oblik vezanja, temeljen na mikroskopskoj ovisnosti vektorskih i
skalarnih vlastitih energija o gustoc´i [49]:
αi(ρ) = ai + bi
(
1− e−di(x−1))+ ci(x− 1)e−di(x−1), i = s, v, tv (2.71)
uz x = ρ/ρ0, gdje ρ0 oznacˇava gustoc´u nukleona u tocˇki saturacije simetricˇne nukle-
arne materije.
2.3 Relativisticˇki Hartree-Bogoliubov model
Relativisticˇki energijski funkcionali gustoc´e se uspjesˇno primjenjuju u analizama svoj-
stava osnovnih i pobudenih stanja u sfernim i deformiranim jezgrama. Kako bi se
napravio kvantitativni opis jezgara otvorenih ljusaka moraju se uzeti u obzir i ko-
relacije sparivanja. Relativisticˇki Hartree-Bogoliubov (RHB) model, koji predstavlja
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relativisticˇko prosˇirenje konvencionalne Hartree-Fock-Bogoliubov teorije, pruzˇa uje-
dinjeni opis cˇestica-ˇsupljina (ph) i cˇestica-cˇestica (pp) korelacija na razini srednjeg
polja. Pritom se koriste dva usrednjena potencijala: samosuglasno srednje polje koje
ukljucˇuje dugodosezˇne ph korelacije i polje sparivanja ∆ˆ koje sumira pp korelacije.
Osnovno stanje jezgre je opisano generaliziranom Slaterovom determinantom |Φ〉
koja predstavlja vakuum obzirom na nezavisne kvazicˇestice. Kvazicˇesticˇni operatori
su definirani unitarnom Bogoliubovljevom transformacijom jednonukleonskih opera-
tora stvaranja i poniˇstenja:
α†k =
∑
l
Ulkc
†
l + Vlkcl, (2.72)
gdje su U i V Hartree-Bogoliubovljeve valne funkcije. One su odredene rjesˇenjem
RHB jednadzˇbe koja se dobiva varijacijom energijskog funkcionala:(
hD −m− λ ∆
−∆∗ −h∗D +m+ λ
)(
Uk(r)
Vk(r)
)
= Ek
(
Uk(r)
Vk(r)
)
. (2.73)
hD odgovara jednonukleonskom Diracovom hamiltonijanu iz jednadzˇbe (2.63), m je
masa nukleona, λ kemijski potencijal, a ∆ polje sparivanja. Polje sparivanja ∆ je
dano relacijom
∆ab(r, r
′) =
1
2
∑
c,d
Vabcd(r, r
′)κcd(r, r′), (2.74)
gdje su Vabcd(r, r′) matricˇni elementi dvocˇesticˇne interakcije sparivanja, a indeksi a,b,c
i d oznacˇavaju kvantne brojeve kojima su odredeni Diracovi indeksi spinora. Vektor
stupci u (2.73) predstavljaju kvazicˇesticˇne valne funkcije, a Ek kvazicˇesticˇne energije.
Jednocˇesticˇnu matricu gustoc´e i tenzor sparivanja je moguc´e izraziti preko kvazi-
cˇesticˇnih valnih funkcija
ρcd(r, r
′) =
∑
k>0
V ∗ck(r)Vdk(r
′) (2.75)
κcd(r, r
′) =
∑
k>0
V ∗ck(r)Udk(r
′). (2.76)
Njih racˇunamo u no-sea aproksimaciji, oznacˇenu s k > 0. Sumacija ide preko svih
kvazicˇesticˇnih stanja k pozitivnih kvazicˇesticˇnih energija Ek > 0, ali se izostavljaju
stanja koja potjecˇu iz Diracovog mora. Ta stanja karakteriziraju kvazicˇesticˇne energije
vec´e od procjepa izmedu Diracovog i Fermijevog mora (≈ 1200 MeV).
Jednadzˇbe (2.73) se rijesˇavaju razvojem jednocˇesticˇnih nukleonskih spinora u
bazu 3D harmonicˇkog oscilatora u Kartezijevim koordinatama. Pregled takvog ra-
zvoja za sferne i deformirane jezgre dan je u dodatku B.
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3 Prilagodba parametara
Parametre ai, bi i ci u ansatzu (2.71) smo povezali s velicˇinama koje opisuju svojstva
simetricˇne beskonacˇne nuklearne materije u tocˇki saturacije - nukleonska gustoc´a
ρ0, energija vezanja 0, modul kompresibilnosti K∞, Diracova masa mD, energija
simetrije a4, nagib energije simetrije L0. Uz njih imamo josˇ konstantu vezanja deri-
vacije izoskalar-skalar kanala u lagranzˇijanu δs i pocˇetne parametre ds i dv koje smo
ostavili slobodnima. Te velicˇine, ”pseudopodaci” c´e biti novi parametri nasˇeg mo-
dela. Postoji par prednosti ovakvom pristupu parametrima funkcionala. Prvo, za la-
granzˇijanske parametre postoji jedinstveno algebarsko rjesˇenje, izrazˇeno preko svoj-
stava beskonacˇne nuklearne materije, sˇto cˇini teoriju dobro definiranom. Drugo, pa-
rametri su se razvili od apstraktnih konstanti vezanja do velicˇina s preciznim fizikal-
nim znacˇenjem i vrijednostima koje su eksperimentalno vrlo dobro odredene. Usto,
kako se optimizacijska shema oslanja na eksperimentalne podatke, na kraju te pro-
cedure dobivamo prava teorijska predvidanja svih bulk svojstava i njima svojstvene
stupce pogresˇaka. Ta predvidanja se potom mogu usporediti s drugim teorijskim pris-
tupima koji bi mogli premostiti ab initio racˇune i fenomenolosˇke pristupe [19]. Veza
izmedu pocˇetnih, lagranzˇijanskih parametara i ovih velicˇina izvedena je u dodatku A.
Odabrani skup parametara je prilagoden sukladno optimizacijskoj shemi iznesenoj u
potpoglavlju 2.1 koristec´i programski paket MINUIT [50]. Viˇse o numericˇkoj imple-
mentaciji optimizacijske sheme mozˇe se nac´i u dodatku C. Rezultati minimizacije su
dani u tablici 3.1.
Tablica 3.1: Vrijednosti parametara predstavljenog relativisticˇkog energijskog funk-
cionala gustoc´e. Vrijednost mase nukleona je fiksirana na m = 939 MeV.
PARAMETAR pi σi
ρ0 (fm−3) 0.1495 0.0004
0 (MeV) -15.99 0.02
K∞ (MeV) 218 2
mD/m 0.585 0.003
a4 (MeV) 32.2 0.5
L0 (MeV) 64 5
ds 1.53 0.03
dv 0.74 0.05
δs (fm4) -0.838 0.006
Minimum kaznene funkcije χ2 tj. tocˇka p0 u F -dimenzionalnom parametarskom
prostoru predstavlja optimalni model nad kojim c´emo provesti statisticˇku analizu.
Kako bismo promotrili jedinstvenost modela (definirana u [42]) analizirat c´emo jed-
nostavan sustav za koji energijski funkcional gustoc´e daje definitivna predvidanja -
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beskonacˇnu nuklearnu materiju. Definiramo skup opservabli ovog sustava pomoc´u
kojih c´e se izracˇunati χ2(p). Model je jedinstven ako su sve svojstvene vrijednosti
F × F matrice drugih derivacija Mˆ u (2.12) velike, tj. ako svi svojstveni vektori od-
govaraju tvrdim smjerovima u parametarskom prostoru. Duzˇ takvih smjerova funk-
cija χ2 se brzo povec´ava pa su odgovarajuc´e linearna kombinacije parametara cˇvrsto
ogranicˇene odabranim opservablama.
U tablici 3.2 prikazane su energije vezanja i nabojni radijusi u osnovnom stanju za
jezgre ukljucˇene u optimizacijski proces novog funkcionala. Eksperimentalni podaci
za energije vezanja preuzeti su sa [51], a za nabojne radijuse iz [52]. Vidimo da nasˇ
model daje izvrsna predvidanja i za energije vezanja i nabojne radijuse u osnovnom
stanju.
Tablica 3.2: Eksperimentalni podaci za energije vezanja i nabojne radijuse u osnov-
nom stanju [51,52] jezgara koriˇstenih u optimizaciji. U tablici su takoder prikazani i
teorijski rezultati dobiveni pomoc´u novog funkcionala.
Jezgra Opservabla Eksperiment Model
16O Etot (MeV) -127.62 -127.52
rc (fm) 2.70 2.74
40Ca Etot (MeV) -342.05 -343.00
rc (fm) 3.48 3.46
48Ca Etot (MeV) -416.00 -416.10
rc (fm) 3.48 3.49
68Ni Etot (MeV) -590.40 -591.99
rc (fm) - 3.88
90Zr Etot (MeV) -783.89 -782.21
rc (fm) 4.27 4.27
100Sn Etot (MeV) -825.30 -826.33
rc (fm) - 4.47
116Sn Etot (MeV) -988.68 -985.37
rc (fm) 4.63 4.62
132Sn Etot (MeV) -1102.84 -1104.04
rc (fm) 4.71 4.73
144Sm Etot (MeV) -1195.73 -1194.77
rc (fm) 4.95 4.96
208Pb Etot (MeV) -1636.43 -1634.08
rc (fm) 5.50 5.53
Simetricˇna 9× 9 matricaM drugih derivacija χ2(p) u tocˇki p0 je dijagonalizirana
pomoc´u ortogonalne transformacije. Dijagonalni matricˇni elementi u padajuc´em re-
doslijedu vrijednosti, kao i komponente odgovarajuc´ih svojstvenih vektora, prikazani
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su na slici 3.1. Tvrdi smjerovi u parametarskom prostoru su obiljezˇeni velikim svoj-
stvenim vrijednostima, tj. funkcija χ2 brzo raste duzˇ tih smjerova. To znacˇi da su
te linearne kombinacije parametara koje odgovaraju tvrdim svojstvenim vektorima
cˇvrsto ogranicˇene opservablama u tablici 3.1. S druge strane, male svojstvene vrijed-
nosti odgovaraju mekanim smjerovima u parametarskom prostoru, duzˇ kojih mjera
kvalitete χ2 pokazuje maleno propadanje. Odgovarajuc´e linearne kombinacije para-
metara koje definiraju energijski funkcional gustoc´e su slabo ogranicˇene.
Prvim, najtvrdim modom s najvec´om svojstvenom vrijednosˇcˇu na slici 3.1 domi-
nira energija vezanja 0. Drugi mod je obiljezˇen mjesˇavinom cˇetiri parametra, satu-
racijska gustoc´a ρ0, energija vezanja 0, efektivna Diracova masa mD i parametar δs,
koji osciliraju u fazi. Trec´i mod je obiljezˇen oscilacijama izvan faze energije vezanja i
Diracove mase. Cˇetvrtim modom izrazito dominira modul kompresibilnosti K∞. Peti
mod je odreden s parametrima ds i δs. Sˇestim modom izrazito dominira energija si-
metrije a4, dok je sedmi mod mjesˇavina parametara ds i mD te K∞ i δs koji se nalaze
izvan faze.
Osmim modom gotovo u cjelosti dominira parametar dv uz malu primjesu ds u
protufazi, dok najmekanijim, devetim modom u cjelosti dominira nagib energije si-
metrije L0. Iz ovoga se mozˇe zakljucˇiti da su dv i L0 slabo ogranicˇeni koriˇstenim
opservablama.
Nepouzdanosti, varijance parametara modela su dane matricom kovarijanci tj.
dijagonalnim elementima inverza matrice Mˆ−1 drugih derivacija χ2
σ2i =
(
Mˆ−1
)
ii
=
(
OˆDˆ−1OˆT
)
ii
=
9∑
j=1
Oˆijλ
−1
j . (3.1)
Na slici 3.2 je za svaki parametar pi = p0i(1 ± σi) nepouzdanost σi izrazˇena u posto-
cima. Mozˇe se vidjeti da su nepouzdanosti najvec´e za parametre L0 i dv (≈ 7− 8%),
upravo one parametre koji dominiraju najmekanijim modovima, dok su nepouzda-
nosti najmanje za parametre ρ0 i 0 (≤ 1%) koji dominiraju najtvrdim modovima. Iz
ovih rezultata se da vrlo jasno iscˇitati kako odreden izbor, ansatz ovisnosti funkci-
onala vezanja o gustoc´i mozˇe dovesti do velikih nepouzdanosti modela.
Korelacijske koeficijente izmedu parametara modela odreduju nedijagonalni ele-
menti matrice kovarijanci:
ρ(pi, pj) =
Mˆ−1ij√
Mˆ−1ii Mˆ−1jj
. (3.2)
Na slici 3.3 prikazane su vrijednosti 36 nezavisnih koeficijenata korelacije parame-
tara modela. Mogu se primjetiti jake korelacije izmedu energije simetrije a4 i njenog
nagiba L0, sˇto je bilo ocˇekivano, kao i jaka antikorelacija izmedu parametara dv i ds.
Takoder se mozˇe primjetiti znacˇajna antikorelacija izmedu Diracove mase i parame-
tra δs. Umjerene korelacije su primjetne izmedu energije vezanja i Diracove mase,
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Slika 3.1: Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori matrice Mˆ drugih derivacija
χ2(p) za kombinaciju simetricˇne nuklearne tvari i konacˇnih jezgara za predstavljeni
funkcional.
Slika 3.2: Nepouzdanosti σi parametara modela prikazane u postocima. Rezul-
tati odgovaraju izracˇunu u kombinaciji opservabli beskonacˇne nuklearne materije
i konacˇnih jezgara.
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Slika 3.3: Prikaz 36 nezavisnih korelacijskih koeficijenata za 9 parametara modela
koji doprinose izracˇunima beskonacˇne nuklearne materije i konacˇnih jezgara.
zbog doprinosa mase nukleona u izrazu za energiju, kao i izmedu energije vezanja i
gustoc´e saturacije.
Model je na slicˇan nacˇin analiziran i na opservablama konacˇnih jezgara u osnov-
nom stanju. Analiza je provedena na primjeru jezgre 208Pb. U tablici 3.3 dan je skup
od 6 odabranih opservabli jezgre 208Pb u osnovnom stanju, njihove vrijednosti te va-
rijance generirane novim funkcionalom. Na slici 3.4 prikazan je relativni doprinos
devet linearnih kombinacija parametara modela koji odgovaraju svojstvenim vekto-
rima matrice drugih derivacija Mˆ varijancama energije vezanja. Vidljivo je kako
najvec´i doprinos daje deveti mod koji je najmekaniji i kojim dominira nagib energije
simetrije L0. Sljedec´i po velicˇini doprinos daje sedmi mod koji je takoder medu naj-
mekanijim modovima i koji odgovara doprinosima izvan faze parametra ds i Diracove
mase mD s jedne strane i δs i modula kompresibilnosti K∞ s druge strane. Uz ta dva
moda, nesˇto izrazˇeniji doprinos daje i osmi mod, drugi po mekanosti, kojim dominira
parametar modela dv. Cˇinjenica da najvec´e doprinose varijancama daju najmekaniji
modovi, tj. kombinacije parametara koje su slabo ogranicˇene skupom opservabli is-
koriˇstenima u odredivanju χ2(p) funkcije ukazuje na moguc´e mane odabira ansatza
za ovisnost funkcionala vezanja o gustoc´i.
Slicˇno analizi korelacija parametara, na slici 3.5 prikazane su vrijednosti korela-
cijskih koeficijenata za opservable jezgre 208Pb, iz tablice 3.3. Ocˇite su jake korelacije
izmedu protonskog radijusa rp i difrakcijskog radijusa rdif te protonskog radijusa i
debljine povrsˇine t. To nam govori da bismo iz poznavanja jedne od ovih opser-
vabli mogli odmah dobiti informacije i o drugom, bez potrebe da obje opservable
mjerimo. Uz njih, primjetna je znacˇajna korelacija izmedu debljine povrsˇine i di-
frakcijskog radijusa te umjerena korelacija izmedu neutronskog radijusa rn i razlike
radijusa protona i neutrona rn − rp. Jaka antikorelacija je vidljiva izmedu ukupne
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Tablica 3.3: Vrijednosti i varijance skupa opservabli jezgre 208Pb dobivene novim
funkcionalom gustoc´e.
OPSERVABLA oi σi
Etot (MeV) -1634 12
rp (fm) 5.471 0.007
rn (fm) 5.663 0.009
rn − rp (fm) 0.192 0.009
t (fm) 0.9115 0.0006
rdif (fm) 6.828 0.001
Slika 3.4: Relativni doprinosi, izrazˇeni u postocima, devet linearnih kombinacija pa-
rametara modela koji odgovaraju svojstvenim vektorima matrice drugih derivacija
Mˆ (slika 3.1) varijanci energije vezanja jezgre 208Pb.
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energije Etot i debljine povrsˇine. Umjerene antikorelacije postoje izmedu energije te
protonskog, neutronskog i difrakcijskog radijusa.
Slika 3.5: Prikaz korelacijskih koeficijenata za reprezentativni skup opservabli jezgre
208Pb. Skup opservabli ukljucˇuje energiju vezanja Etot, protonski rp i neutronski rn
radijus, njihovu razliku rn − rp, debljinu povrsˇine t i difrakcijski radijus rdif .
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4 Ilustrativni racˇuni
U ovom poglavlju predstavljeni su rezultati ilustrativnih racˇuna energija vezanja,
deformacija, nabojnih radijusa u osnovnom stanju niza nuklida kojima je testiran
novi funkcional. Rezultati su usporedeni s dostupnim eksperimentalnim podacima
i predvidanjima funkcionala DD-PC1 [30], koji je takoder iz porodice funkcionala s
tocˇkastim vezanjem.
Na slici 4.6 prikazane su devijacije izracˇunatih energija vezanja po nukleonu od
eksperimentalnih vrijednosti kao funkcije izospinske asimetrije
α2 =
(N − Z)2
A2
(4.3)
i masenog broja A. Rezultati nasˇeg novog funkcionala se mogu usporediti s isto-
vjetnim racˇunima za 64 aksijalno deformirane jezgre srodnog funkcionala DD-PC1
na slici 4.7. Kod oba funkcionala se ne mozˇe primjetiti vidljiva izotopska ili masena
ovisnost devijacija. Medutim, vidljiva je razlika u redu velicˇine devijacija izmedu
novog funkcionala i DD-PC1. Dok su devijacije kod DD-PC1 do 1 MeV, kod novog
funkcionala one ne prelaze 0.08 MeV.
Funkcional je potom testiran izracˇunima svojstava aksijalno deformiranih srednje
tesˇkih i tesˇkih jezgara u osnovnom stanju, kao sˇto su nabojni radijus i parametar
kvadrupolne deformacije. Nabojni radijus je izracˇunat pomoc´u formule:
rc =
√
r2p + 0.64 (fm), (4.4)
gdje rp oznacˇava r.m.s. radijus raspodjele gustoc´e protona, dok je cˇlan 0.64 fm2
ukljucˇen zbog konacˇne velicˇine protona.
Deformacije jezgara se cˇesto opisuju Hill-Wheelerovim varijablama β i γ. Para-
metar β daje mjeru deformacije, a γ odstupanje od aksijalne simetrije. Najcˇesˇc´e i
najjednostavnije deformacije atomskih jezgara su kvadrupolne. Njih opisujemo para-
metrom deformacije β2. U slucˇaju aksijalne simetrije za pozitivne vrijednosti β2 > 0
jezgra je ispupcˇena na polovima, duzˇ osi simetrije, ima oblik cigare (engl. prolate
shape), dok je za negativne vrijednosti β2 < 0 ispupcˇena na ekvatoru, spljosˇtena
poput palacˇinke (engl. oblate shape).
Na slikama 4.8 i 4.9 dane su vrijednosti parametra deformacije β2 i nabojnog radi-
jusa rc dobivene samosuglasnim 3D RHB racˇunima za izotopske lance Th, U, Pu, Cm i
Cf u osnovnom stanju. Kako se Dirac-Hartree-Bogoliubov jednadzˇbe (2.73) rijesˇavaju
razvojem u bazi 3D harmonicˇkog oscilatora, bitno je uzeti dovoljan broj oscilatorskih
ljusaka. U nasˇem slucˇaju to je Nmax = 16 ljusaka. Rezultati su usporedeni s dos-
tupnim eksperimentalnim podacima [51, 52]. Mozˇe se primjetiti kako vrijednosti
predvidene novim funkcionalom reproduciraju smjer kretanja empirijskih vrijednosti
parametra deformacije u izotopskim lancima, te su u vec´ini slucˇajeva u dobrom ili iz-
vrsnom slaganju s njima. S druge strane, kod rezultata za nabojni radijus vidimo da
model za sve izotopske lance predvida vrijednosti vec´e od empirijskih. To je najviˇse
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Slika 4.6: Devijacije izracˇunatih energija vezanja po nukleonu E/A od eksperimen-
talnih vrijednosti [51] 111 jezgara, kao funkcije koeficijenta asimetrije (a) i masenog
broja (b). Linije povezuju jezgre koje pripadaju istim izotopskim lancima, prikaza-
nima na legendi.
izrazˇeno kod Cm gdje su odstupanja do 0.13 fm. Unatocˇ tome i nasˇ model reprodu-
cira rastuc´i smjer kretanja vrijednosti s porastom masenog broja za svaki izotopski
lanac.
Na slikama (4.10) i (4.11) prikazane su predvidene vrijednosti nabojnog radijusa
i parametra deformacije za izotopske lance elemenata rijetkih zemalja - Nd, Sm, Gd,
Dy, Er i Yb. Vrijednosti su usporedene s eksperimentalnim vrijednostima [53, 54]
i predvidanjima funkcionala DD-PC1. Teorijske vrijednosti nabojnih radijusa su u
dobrom slaganju s eksperimentalnim podacima, no vidljivo je da su ponesˇto viˇse od
njih. DD-PC1 daje nesˇto bolja predvidanja za nabojni radijus, iako i taj funkcional
daje nesˇto viˇsa predvidanja, sˇto je vidljivo kod tezˇih izotopa Er i Yb.
Teorijska predvidanja vrijednosti kvadrupolnog parametra deformacije je u izvrs-
nom slaganju s eksperimentalnim podacima. Usto, novi funkcional daje nesˇto bolja
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Slika 4.7: Devijacije izracˇunatih energija vezanja po nukleonuE/A od eksperimental-
nih vrijednosti 64 aksijalno deformiranih jezgara, kao funkcije koeficijenta asimetrije
(a) i masenog broja (b). Linije povezuju jezgre koje pripadaju istim izotopskim lan-
cima, prikazanima na legendi. Teorijske vrijednosti energija vezanja izracˇunate su
pomoc´u relativisticˇkog funkcionala gustoc´e DD-PC1. Preuzeto iz [30].
predvidanja od DD-PC1. Uocˇljiva odstupanja se nalaze oko N = 82 zatvorene ljuske
Nd i Sm izotopa, gdje oba funkcionala predvidaju sferni oblik ili vrlo blagu deforma-
ciju oblate vrste, dok eksperimentalni podaci ukazuju na blagu deformaciju prolate
vrste. Radi se o jezgrama s blagom potencijalnom plohom, sˇto mozˇe dovesti do ko-
egzistencije oblika (sferni-deformirani ili prolate-oblate oblici). Opis koegzistirajuc´ih
oblika mora ukljucˇivati dugodosezˇne korelacije i zahtijeva projekciju angularnog mo-
menta i mijesˇanje konfiguracija [55,56].
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Slika 4.8: Parametar kvadrupolne deformacije β2 za RHB osnovna stanja izotopskih
lanaca Th, U, Pu, Cm i Cf u usporedbi s eksperimentalnim podacima [51] (otvoreni
simboli).
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Slika 4.9: Nabojni radijus rc za RHB osnovna stanja izotopskih lanaca Th, U, Pu, Cm
i Cf u usporedbi s eksperimentalnim podacima [52] (otvoreni simboli).
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Slika 4.10: Nabojni radijusi rc za izotopske lance elemenata rijetkih zemalja Nd, Sm,
Gd, Dy, Er i Yb. Dobiveni rezultati pomoc´u RHB izracˇuna su usporedeni s eksperi-
mentalnim podacima [53].
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Slika 4.11: Parametar kvadrupolne deformacije β2 za izotopske lance elemenata ri-
jetkih zemalja Nd, Sm, Gd, Dy, Er i Yb. Dobiveni rezultati pomoc´u RHB izracˇuna su
usporedeni s eksperimentalnim podacima [54].
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5 Moguc´e poboljsˇanje modela - kineticˇki cˇlan
Jedan primjetan nedostatak vec´ine samosuglasnih modela srednjeg polja mozˇe se vi-
djeti u rezultatima racˇuna jednonukleonskih protonskih i neutronskih spektara. Na
slici 5.12 usporedeni su eksperimentalne vrijednosti i teorijska predvidanja koja da
je novi funkcional za jednonukleonske spektre protona (gornja slika) i neutrona (do-
nja slika) jezgre 208Pb. Eksperimentalni spektri odgovaraju jednonukleonskim ener-
gijama separacije izmjerenima u [57]. Treba primjetiti kako su jednonukleonske
orbitale rjesˇenja relativisticˇkih Kohn-Sham jednadzˇbi i odgovarajuc´e svojstvene vri-
jednosti, uvedene samo kao Lagrangeovi multiplikatori, nemaju izravnu fizikalnu
interpretaciju (tj. ne mogu se egzaktno identificirati s nukleonskim energijama se-
paracije [5]). Medutim, za nekoliko posljednjih popunjenih orbitala u blizini Fer-
mijeve povrsˇine, Kohn-Shamove svojstvene vrijednosti aproksimativno odgovaraju
fizikalnim jednonukleonskim energijama. Kao i kod vec´ine samosuglasnih modela
srednjeg polja, racˇuni reproduciraju opc´enitu strukturu i redoslijed jednonukleon-
skih nivoa, ali ne i gustoc´u nivoa oko procjepa glavnih ljusaka. Zbog niske efektivne
nukleonske mase, velicˇina procjepa sfernih ljusaka izmedu zaposjednutih i nezapo-
sjednutih stanja je prevelika. Kao sˇto se vidi na slici 5.12, teorijski predvideni nivoi
su znacˇajno nizˇi, dublji od odgovarajuc´ih empirijskih jednonukleonskih stanja. To za
posljedicu ima preveliko vezanje masa sfernih jezgara u racˇunima nerelativisticˇkih i
relativisticˇkih modela srednjeg polja [58].
Kako bi se rijesˇio problem potrebno je povec´ati nerelativisticˇku efektivnu (Lan-
dau) masu nukleona. Jedan od nacˇina kako se to mozˇe postic´i jest i dodavanje
kineticˇkog cˇlana konstruiranom nuklearnom energijskom funkcionalu gustoc´e. Ki-
neticˇku gustoc´u u relativisticˇkoj teoriji definiramo kao:
ρk ≡ iψ¯γµ∂µψ = i
2
[
ψ¯γµ∂
µψ − (∂µψ¯)γµψ
]
. (5.5)
Kako je kineticˇka gustoc´a ρk Lorentzov skalar, ona se, u najnizˇem redu, mozˇe ve-
zati na dvije razlicˇite gustoc´e - skalarnu gustoc´u ρs i pseudoskalarnu gustoc´u ψ¯γ5ψ.
Uzmimo prvu moguc´nost. Lagranzˇijan sada glasi:
L = ψ¯(iγ · ∂ −m)ψ
− 1
2
αs(ρˆv)(ψ¯ψ)(ψ¯ψ)− 1
2
αv(ρˆv)(ψ¯γ
µψ)(ψ¯γµψ)
− 1
2
αtv(ρˆv)(ψ¯~τγ
µψ)(ψ¯~τγµψ)
− 1
2
δs(∂νψ¯ψ)(∂
νψ¯ψ)− eψ¯γ · A(1− τ3)
2
ψ
− αk(iψ¯γµ∂µψ)(ψ¯ψ)
(5.6)
Za αk, novu konstantu vezanja, pretpostavljamo da je neovisna o gustoc´i. Problem
ovakvog pristupa jest taj sˇto uvodenje kineticˇkog cˇlana mozˇe negativno utjecati na
predvidanja za spin-orbit interakciju. Stoga postoji odredena dilema - treba li ovaj
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Slika 5.12: Usporedba eksperimentalnih podataka (lijevo) i teorijskih predvidanja
novog funkcionala (desno) za jednonukleonske spektre protona (a) i neutrona (b) za
jezgru 208Pb. Eksperimentalni podaci su preuzeti iz [57].
problem rijesˇavati na razini srednjeg polja ili u prosˇirenju izvan srednjeg polja (npr.
vezanje na vibracije jezgre), sˇto predstavlja zanimljivo pitanje za postojec´i model u
buduc´nosti.
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6 Zakljucˇak
Teorijska fizika nuklearne strukture je u posljednjim desetljec´ima dozˇivjela veliki na-
predak zbog mnosˇtva novih eksperimentalnih podataka, razvoja u fenomenologiji
nuklearne astrofizike i teorijskim dostignuc´ima u srodnim podrucˇjima. Cilj ovog po-
lja je pronac´i dosljedni mikroskopski opis strukture atomskih jezagara koji c´e, s jedne
strane, povezati teoriju jake interakcije i fenomenologiju konacˇnih jezgara, a s druge
strane pruzˇiti jedinstven opis svojstava, pobudenja i reakcija duzˇ karte nuklida.
Nuklearni energijski funkcionali gustoc´e trenutno predstavljaju jedini sveobu-
hvatni pristup nuklearnoj strukturi. Prednost ovog pristupa se ocˇituje u primjeni
metode samosuglasnog srednjeg polja cˇiji se rezultati mogu na intuitivan nacˇin inter-
petirati i univerzalnosti funkcionala koja omoguc´uje primjenu na sve jezgre. Ovo je
osobito vazˇno u slucˇaju egzoticˇnih nestabilnih jezgara za koje postoji malo ili gotovo
niˇsta eksperimentalnih podataka pa moramo pribjec´i ekstrapolacijama. Relativisticˇki
energijski funkcionali gustoc´e imaju izvor u vrlo uspjesˇnim fenomenolosˇkim mode-
lima relativisicˇkog srednjeg polja, koje su uveli Walecka i Serot [13, 14], a kasnije
primjenile i razvile mnoge skupine. Ovaj pristup je reinterpretiran u analogiji s rela-
tivisticˇkom Kohn-Shamovom teorijom funkcionala gustoc´e.
U ovom radu smo istrazˇili odredenu klasu relativisticˇkih energijskih funkcionala
gustoc´e u kojoj su samo nukleonski stupnjevi slobode eksplicitno iskoriˇsteni u izgrad-
nji cˇlanova efektivne interakcije. Izmjena tesˇkih mezona, kakva je predstavljena u
originalnim relativisticˇkim modelima srednjeg polja, predstavlja samo jednu moguc´u
reprezentaciju efektivnih medudjelovanja izmedu nukleona u mediju i ne predstavlja
nikakvu odredenu prednost na niskim energijama koje su karakteristicˇne za nukle-
arna vezanja i niskolezˇec´a pobudenja. Kako je povezana s dinamikom na malim
udaljenostima koja nije razlucˇiva na niskim energijama, mozˇe se zamijeniti odgova-
rajuc´im lokalnim kontaktnim medudjelovanjem nukleona. Na temelju razmatranja
mikroskopskih nukleonskih vlastitih energija napravljen je fenomenolosˇki ansatz za
ovisnost funkcionala vezanja o gustoc´i. Odgovarajuc´i parametri su prilagodeni, ko-
ristec´i programski paket MINUIT, sukladno optimizacijskoj shemi opisanoj u [29] ,
χ2 prilagodbom parametara na svojstva beskonacˇne nuklearne materije i svojstva 10
sfernih jezgara u osnovnom stanju. Optimizacijska shema i kalibracija novog funk-
cionala pocˇiva na fizikalnim opservablama koje se mogu izmjeriti u laboratoriju ili
ekstrapolirati iz promatranja. Optimizacija ovog funkcionala je provedena u pros-
toru ”pseudopodataka” sˇto je velika prednost u odnosu na parametre modela iz la-
granzˇijana jer imaju jasnu fizikalnu interpretaciju. Ukupni broj parametara novog
funkcionala je 9, sˇto je tipicˇno i za nerelativisticˇke funkcionale Skyrme tipa.
Analizirali smo ponasˇanje χ2 funkcije u okolici minimuma kako bismo izracˇunali
nepouzdanosti parametara modela i koeficijente korelacije izmedu parametara, kao
i svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti matrice drugih derivacija χ2. Ovo nam
je omoguc´ilo da odredimo tvrde i mekane smjerove u parametarskom prostoru kako
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bismo vidjeli koje kombinacije parametara modela su losˇe ogranicˇene χ2 funkcijom.
Za opservable koriˇstene u optimizaciji izracˇunata su teorijska predvidanja vrijednosti
i pogresˇaka. Uz ovo su analizirane nepouzdanosti i kovarijance opservabli konacˇnih
jezgara, na primjeru jezgre 208Pb. Ovo mozˇe biti vazˇno pri ekstrapolaciji modela u
nepoznata podrucˇja. Analiza korelacija mozˇe otkriti snazˇne meduovisnosti izmedu
opservabli i tako eliminirati potrebu da neke od njih mjerimo ili, ako je neka on njih
eksperimentalno nedostupna, omoguc´iti nam uvid u njihove vrijednosti. U nasˇem
slucˇaju analiza otkriva kako, iako funkcional daje predvidanja u skladu s eksperi-
mentalnim podacima, odredene kombinacije parametara modela su slabo ogranicˇene
i daju velik doprinos nepouzdanosti opservabli konacˇnih jezgara.
Optimizirani energijski funkcional gustoc´e je potom testiran na nizu ilustrativnih
racˇuna svojstava deformiranih jezgara - energija vezanja, nabojnih radijusa i kvadru-
polnih parametara deformacije izotopskih lanaca elemenata rijetkih zemalja i ele-
menata Cf, Cm, U, Pb, Th. Rezultati su usporedeni s dostupnim eksperimentalnim
podacima i predvidanjima funkcionala DD-PC1, takoder iz klase tocˇkastih vezanja.
Mozˇe se zakljucˇiti da su teorijska predvidanja novog funkcionala u dobrom slaga-
nju s eksperimentalnim podacima te u nekim slucˇajevima daje bolje rezultate nego
DD-PC1. Izuzetak su predvidanja za nabojne radijuse Th, U, Pb i Cm gdje teorijska
predvidanja daju vec´e vrijednosti od eksperimentalnih. Odstupanja rastu za tezˇe ele-
mente, ali prate generalni trend rasta eksperimentalnih vrijednosti nabojnog radijusa
s porastom masenog broja.
Na kraju smo analizirali manu modela koja se ocˇituje u nemoguc´nosti reproduk-
cije jednonukleonskih spektara u skladu s eksperimentalnim podacima. Na primjeru
jezgre 208Pb analizirana su teorijska predvidanja jednonukleonskih neutronskih i pro-
tonskih spektara s eksperimentalnim vrijednostima. Primjec´eno je kako, kao i kod
vec´ine samosuglasnih modela srednjeg polja, racˇuni reproduciraju opc´enitu struk-
turu i redoslijed jednonukleonskih nivoa, ali ne i gustoc´u nivoa oko procjepa glav-
nih ljusaka. Uzrok je u niskoj efektivnoj nukleonskoj masi unutar modela. Moguc´e
rjesˇenje ovog problema nalazi se u vidu kineticˇkog cˇlana koji bi se ukljucˇio u funk-
cional gustoc´e. Moguc´i problem ovog pristupa je taj sˇto ne znamo kako c´e kineticˇki
cˇlan utjecati na spin-orbit interakciju unutar modela. Ako bi on djelovao negativno,
postavlja se dilema treba li model dalje korigirati unutar okvira teorije srednjeg polja
ili izvan njega. To ostaje otvoreno pitanje za buduc´a prosˇirenja ovog modela.
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Dodaci
Dodatak A Veza parametara funkcionala s beskonacˇnom
nuklearnom materijom
U ovom dodatku c´emo pokazati vezu izmedu odabrane parametrizacije funkcionala
tj. ovisnosti vezanja o barionskoj gustoc´i i velicˇina koje opisuju simetricˇnu beskonacˇnu
nuklearnu materiju. Krenimo od izracˇuna gustoc´a za svaki od kanala u nasˇem PC-
RMF modelu. Uzimamo kao pomoc´nu bazu rjesˇenja Diracove jednadzˇbe u beskonacˇnoj
nuklearnoj materiji i prebacimo se u bazu u kojoj je gustoc´a matrice dijagonalna
ρij = δij. Lokalne gustoc´e (koje ne ovise o prostornovremenskim koordinatama u
slucˇaju izotropne homogene materije) u tom slucˇaju glase:
• Izoskalar-vektor gustoc´a:
ρv =
∑
s=↑,↓;q=n,p
∫
d3p
(2pi)3
u†(p, s, q)u(p, s, q)
=
1
3pi2
∑
q=n,p
p3F,q =
2
3pi2
p3F
(A.1)
• Izovektor-vektor gustoc´a:
ρtv =
∑
s=↑,↓;q=n,p
∫
d3p
(2pi)3
u†(p, s, q)τ3u(p, s, q)
=
1
3pi2
[p3F,n − p3F,p] = 0
(A.2)
• Izoskalar-skalar gustoc´a:
ρs =
∑
s=↑,↓;q=n,p
∫
d3p
(2pi)3
u†(p, s, q)γ0u(p, s, q)
=
1
pi2
∑
q=n,p
∫ pF,q
0
dp p2
m∗
E∗ =
2
pi2
∫ pF
0
dp p2
m∗
E∗
(A.3)
gdje zadnji cˇlanovi odgovaraju slucˇaju simetricˇne nuklearne materije. Pritom vrijedi:
m∗ = m+ ΣS = m+ αs(ρv)ρs (A.4)
E∗ = E − Σ0 = E − αvρv + 1
2
[
dαs
dρv
ρ2s +
dαv
dρv
ρ2v
]
=
√
m∗ 2 + p2. (A.5)
Gustoc´e ovise o samoenergijama koje i same ovise o gustoc´ama, sˇto predstavlja sa-
mosuglasni problem. Rjesˇenje problema se dobiva iterativnim postupkom. Barionsku
gustoc´u mozˇemo odmah izracˇunati:
ρv =
2
3pi2
p3F . (A.6)
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A.1 Vezanja u izoskalarnom kanalu
Ako znamo gustoc´u saturacije ρv = ρ0 i Diracovu masu na gustoc´i saturacije m∗(ρ0) ≡
mD, mozˇemo izraziti skalarno vezanje u tocˇki saturacije kao
αs,0 ≡ αs(ρ0) = mD −m
ρs,0
, ρs,0 =
2mD
pi2
∫ pF
0
p2dp√
m∗ 2 + p2
. (A.7)
U postupku povezivanja parametara funkcionala sa velicˇinama koje opisuju sime-
tricˇnu beskonacˇnu nuklearnu materiju bit c´e nam bitne derivacije raznih velicˇina
obzirom na ρv. Za pocˇetak mozˇemo izracˇunati derivaciju Fermijevog impulsa:
pF =
(
3pi2
2
)1/3
ρ1/3v ⇒
dpF
dρv
=
pi2
2p2F
. (A.8)
Derivacija Diracove mase c´e nam takoder biti potrebna:
dm∗
dρv
= α′s(ρv)ρs + αs(ρv)
dρs
dρv
. (A.9)
Derivacija skalarne gustoc´e (A.3) iznosi:
dρs
dρv
=
dm∗
dρv
2
pi2
∫ pF
0
p2dp√
m∗ 2 + p2
+m∗
2
pi2
p2F√
m∗ 2 + p2
dpF
dρv
− 1
2
m∗
2
pi2
∫ pF
0
p2dp
(m∗ 2 + p2)3/2
2m∗
dm∗
dρv
.
(A.10)
Prethodni izraz mozˇemo pojednostaviti ako iskoristimo relacije (A.3) i (A.6):
dρs
dρv
=
ρs
m∗
dm∗
dρv
+
m∗√
m∗ 2 + p2
−m∗ 2dm
∗
dρv
2
pi2
∫ pF
0
p2dp
(m∗ 2 + p2)3/2
(A.11)
Kombinacijom jednadzˇbi (A.9) i (A.11) dobivamo:
dρs
dρv
[
m
m∗
+
2m∗ 2
pi2
αs(ρv)
∫ pF
0
p2dp
(m∗ 2 + p2)3/2
]
= α′s(ρv)
ρ2s
m∗
+
m∗ 2αs(ρv)√
m∗ 2 + p2
− 2m
∗ 2
pi2
α′s(ρv)ρs
∫ pF
0
p2dp
(m∗ 2 + p2)3/2
(A.12)
Ako znamo gustoc´u saturacije i Diracovu masu pri saturacijskoj gustoc´i, tada mozˇemo
izracˇunati derivacije dm∗/dρv i dρs/dρv u tocˇki saturacije.
Vezanje izoskalar-vektor kanala mozˇemo izracˇunati iz energije vezanja simetricˇne
nuklearne materije:
E = Ekin +m(ρs − ρv) + 1
2
αs(ρv)ρ
2
s +
1
2
αv(ρv)ρ
2
v, (A.13)
gdje kineticˇka energija iznosi
Ekin = 2
pi2
∫ pF
0
p2
√
m∗ 2 + p2dp. (A.14)
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Ako znamo gustoc´u saturacije, Diracovu masu i energiju vezanja (Esat) pri gustoc´i
saturacije, mozˇemo dobiti sljedec´i izraz za vezanje:
αv,0 =
2
ρ20
[
Esat − Esatkin −
1
2
αs,0ρ
2
s,0
]
. (A.15)
Kako bismo izracˇunali derivacije vezanja, iskoristimo formulu za tlak simetricˇne
nuklearne materije:
p = pkin +
1
2
αs(ρv)ρ
2
s +
1
2
αv(ρv)ρ
2
v +
1
2
α′v(ρv)ρ
3
v +
1
2
α′s(ρv)ρ
2
sρv. (A.16)
Tlak iˇscˇezava u tocˇki saturacije pa vrijedi sljedec´a relacija:
α′v,0 + α
′
s,0
ρ2s,0
ρ20
= −2pkin,0
ρ30
− 1
2
αv,0
1
ρ0
− 1
2
αs,0
ρ2s,0
ρ30
. (A.17)
Kako bismo mogli izracˇunati derivacije vezanja skalarnih i vektorskih vezanja pri
saturacijskoj gustoc´i trebamo josˇ iskoristiti formulu za inkompresibilnost pri gustoc´i
saturacije
K = Kkin + 9αv,0ρ0 + 18α
′
v,0ρ
2
0 +
1
2
α′′s,0ρ
2
v,0ρ
3
0 +
1
2
α′′s,0ρ
2
s,0ρ0 + 9α
′
s,0
dρs
dρv
ρs,0ρ0. (A.18)
Iz jednadzˇbe (A.12) se mozˇe vidjeti kako se derivacija skalarne gustoc´e mozˇe pisati
u obliku
dρs
dρv
= Xα′s,0 + Y, (A.19)
gdje su X i Y poznate velicˇine u tocˇki saturacije. Nadalje, pretpostavili da vezanja
imaju takav oblik da vrijedi sljedec´a relacija
α′′s,0 = ξsα
′
s,0 i α
′′
v,0 = ξvα
′
v,0. (A.20)
Pomoc´u relacija (A.17-A.20) dobivamo kvadratnu jednadzˇbu za α′s,0 koja se mozˇe
rijesˇiti analiticˇki. Jedno od rjesˇenja je nefizikalno i mozˇe se izbaciti iz razmatranja.
Nakon sˇto smo izracˇunali α′s,0, lako mozˇemo nac´i i α
′
v,0.
A.2 Vezanja u izovektorskom kanalu
Pogledajmo izovektor-vektor kanal medudjelovanja. Njega mozˇemo najlaksˇe para-
metrizirati pomoc´u energije simetrije i njenog nagiba u tocˇki saturacije. Za energiju
simetrije nuklearne materije vrijedi:
S(ρv) = S
kin(ρv) +
1
2
αtvρv =
p2F
6
√
m∗ 2 + p2
+
1
2
αtvρv. (A.21)
Energiju simetrije u tocˇki saturacije oznacˇimo kao a4 = S(ρ0). Nagib energije sime-
trije je definiran kao:
L = 3ρ0
dS
dρ
(A.22)
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Stoga, vezanje izovektor-vektor kanala i derivacija vezanja u tocˇki saturacije su dane
sljedec´im jednadzˇbama:
αtv,0 =
2
ρ0
(a4 − Skinsat ) (A.23)
α′tv,0 =
2
ρ0
[
L
3ρ0
− dS
kin
dρv
∣∣∣∣
ρ0
− 1
2
αtv,0
]
. (A.24)
Iskoristimo li relaciju (A.9), dobivamo:
dSkin
dρv
=
pi2
12
2m∗ 2 + p2F
pF (p2F +m
∗ 2)3/2
− 1
6
m∗p2F
(p2F +m
∗ 2)3/2
dm∗
dρv
. (A.25)
Sada trebamo povezati vezanja izrazˇena preko svojstava simetricˇne nuklearne
materije pri saturaciji s odabranom parametrizacijom. Prisjetimo se pretpostavljene
ovisnosti funkcionala vezanja o gustoc´i (2.71):
α(ρ) = a+ b
(
1− e−d(x−1))+ c(x− 1)e−d(x−1) (A.26)
gdje je x = ρ
ρ0
, a ρ0 predstavlja gustoc´u nukleona u tocˇki saturacije. Vidljivo je da u
samoj tocˇki saturacije ρ = ρ0, x = 1 vrijedi:
α(ρ0) = a (A.27)
Deriviramo li po gustoc´i ρ dobivamo:
α′(ρ) =
bd
ρ0
e−d(x−1) − cd
ρ0
(x− 1)e−d(x−1) + c
ρ0
e−d(x−1) (A.28)
α′′(ρ) = −bd
2
ρ20
e−d(x−1) − cd
ρ20
e−d(x−1) +
cd2
ρ20
(x− 1)e−d(x−1) − cd
ρ20
e−d(x−1) (A.29)
α′(ρ0) =
bd
ρ0
+
c
ρ0
(A.30)
α′′(ρ0) = −bd
2
ρ20
− 2cd
ρ20
(A.31)
Kako bismo smanjili broj slobodnih parametara, namec´emo ogranicˇavajuc´i uvjet α′(0) =
0, sˇto znacˇi da vrijedi relacija
α′(0) =
bd
ρ0
ed +
cd
ρ0
ed +
c
ρ0
ed = 0. (A.32)
Ovim potezom smo eliminirali parametar c:
c(d+ 1) = −bd ⇒ c = −b d
d+ 1
. (A.33)
Sada mozˇemo povezati parametre a, b, c i d s vrijednostima vezanja i njihovih deri-
vacija u tocˇki saturacije:
α(ρ0) = a, α
′(ρ0) =
bd2
ρ0(d+ 1)
, α′′(ρ0) = −bd
2
ρ20
d− 1
d+ 1
. (A.34)
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Dodatak B Razvoj u bazi harmonicˇkog oscilatora
B.1 Slucˇaj sferne simetrije
Za sustave koji su invarijanti na rotaciju koristimo sferne koordinate
x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ. (B.1)
Nukleonske gustoc´e i polja ovise samo o radijalnoj koordinati r. Spinor je obiljezˇen
nukleonskim angularnim momentom ji, njegovom projekcijom mi, paritetom pii i
izospiskom projekcijom ti = ±1/2 za neutrone i protone
ψi(r, s, t) =
(
fi(r)Φlijimi(θ, φ, s)
igi(r)Φl˜ijimi(θ, φ, s)
)
χti(t) (B.2)
Orbitalni angularni momenti koji odgovaraju velikoj (li) i maloj (l˜i) komponenti spi-
nora su odredeni ukupnim angularnim momentom ji i paritetom pii
l = j ± 1
2
, l˜ = j ∓ 1
2
, pi = (−)j± 12 , κ = ±
(
j +
1
2
)
. (B.3)
χti oznacˇava izospinsku valnu funkciju, a Φljm je dvodimenzionalni spinor s kvant-
nim brojevima angularnog momenta ljm. Ovisnost o kutovima je analiticˇka pa se
problem svodi na rijesˇavanje skupa vezanih obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi u radi-
jalonj varijabli r za veliku i malu komponentu Diracovog spinora
(mD(r) + V (r))fi(r) +
(
∂r − κi − 1
r
)
gi(r) = ifi(r), (B.4)
−
(
∂r +
κi + 1
r
)
fi(r)− (mD(r)− V (r))gi(r) = igi(r), (B.5)
gdje je mD = m+ ΣS Diracova masa, a V (r) vektorski potencijal definiran kao
V (r) = αv(ρv)ρv + αtvτ3ρtv + e
1− τ3
2
A0 + Σ
R
0 , (B.6)
uz
ΣR0 =
1
2
∂αv
∂ρv
ρ2v +
∂αtv
∂ρv
ρ2tv +
∂αs
∂ρv
ρ2s. (B.7)
Iako bi se trebalo uzeti potpunu bazu, u prakticˇnim racˇunima ona mora biti odre-
zana nakon konacˇnog broja glavnih oscilatorskih ljusaka, Nmax. Razvijamo velike
i male komponente Diracovog spinora (B.2), fi(r) i gi(r), preko radijalnih valnih
funkcija Rnl(r) sfernog harmonicˇkog oscilatora, oscilatorske frekvencije ~ω0 i odgo-
varajuc´e oscilatorske duljine b0 =
√
~/mω0, gdje je m masa nukleona,
fi(r) =
nmax∑
n=0
f (i)n Rnli(r), gi(r) =
n˜max∑
n˜=0
g
(i)
n˜ Rn˜l˜i(r). (B.8)
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Radijalna valna funkcija je definirana kao
Rnl(r) =
Nnl√
b0
3 ξ
lLl+1/2n (ξ
2)e−ξ
2/2, (B.9)
gdje je ξ = r/b0 radijalna koordinata u jedinicama oscilatorske duljine, a Lmn (ξ
2)
pridruzˇeni Laguerrovi polinomi. Normalizacijski faktor iznosi
Nnl =
√
2n!/(l + n+ 1/2)!. (B.10)
Gornje granice nmax i n˜max u jednadzˇbi (B.8) su radijalni kvantni brojevi i odredeni su
odgovarajuc´im brojem oscilatorske ljuske Nmax = 2nmax+li i N˜max = 2n˜max+ l˜i. Male
komponente se razvijaju do N˜max = Nmax + 1 kako bi se izbjegli prividni doprinosi
rjesˇenju Diracove jednadzˇbe [?].
B.2 Slucˇaj aksijalnosimetricˇne kvadrupolne deformacije
Za deformirane jezgre rotacijska simetrija je slomljena, pa ukupni angularni moment
viˇse nije dobar kvantni broj. Medutim, vec´ina takvih jezgara posjeduje aksijalnu
simetriju tj. postoji invarijantnost na rotacije oko osi simetrije. Ako os simetrije pos-
tavimo kao z-os sustava, cilindricˇni sustav postaje prikladan nacˇin opisivanja jezgre.
Cilindricˇne koordinate su povezane s kartezijevim koordinatama relacijama,
x = r⊥ cosφ, y = r⊥ sinφ, z = z. (B.11)
U slucˇaju kvadrupolnih deformacija s aksijalnom simetrijom, trec´a komponenta ukup-
nog angularnog momenta, njegova projekcija na os simetrije, Jz je ocˇuvana velicˇina
i definira kvantni broj
Ω = Λ +ms (B.12)
pri cˇemu su Λ i ms projekcije orbitalnog angularnog momenta i spina na os simetrije,
z-os. Jednocˇesticˇni nukleonski spinori u ovom slucˇaju glase
ψi(r, s, t) =

f+i (r⊥, z)e
iΛ−φ
f−i (r⊥, z)e
iΛ+φ
g+i (r⊥, z)e
iΛ−φ
g−i (r⊥, z)e
iΛ+φ
χti(t). (B.13)
Uz projekciju angularnog momenta na os simetrije Ω, ocˇuvane velicˇine su pa-
ritet i trec´a komponenta izospina. Nukleonske valne funkcije se razvijaju u bazi
svojstvenih funkcija jednocˇesticˇnog hamiltonijana za potencijal aksijalno simetricˇnog
harmonicˇkog oscilatora:
Vosc(r⊥, z) =
1
2
mω2zz
2 +
1
2
mω2⊥r
2
⊥. (B.14)
Ukupni volumen mora biti ocˇuvan pa se oscilatorske frekvencije ~ω⊥ i ~ωz mogu
izraziti preko parametra deformacije β2 i oscilatorske frekvencije ~ω0:
~ωz = ~ω0e−
√
5
4pi
β2 , ~ω⊥ = ~ω0e
1
2
√
5
4pi
β2 . (B.15)
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Odgovarajuc´e oscilatorske duljine su
bz =
√
~
mωz
, b⊥ =
√
~
mω⊥
. (B.16)
Iz ocˇuvanja volumena slijedi b2⊥bz = b
2
0. Baza je sada odredena konstantama ~ω0 i β2.
Svojstvene funkcije potencijala deformiranog harmonicˇkog oscilatora oznacˇavamo
skupom kvantnih brojeva:
|α〉 = |nznrΛms〉, (B.17)
gdje nz i n⊥ oznacˇavaju broj cˇvorova valne funkcije u z i r⊥ smjeru. Svojstvene
funkcije potencijala aksijalno simetricˇnog harmonicˇkog oscilatora glase:
Φα(r⊥, z, φ, s) = ϕnz(z)ϕ
Λ
n⊥(r⊥)
eiΛφ√
2pi
χ(s). (B.18)
Za paritet stanja Φα vrijedi relacija pi = (−)nz+Λ. Svojstvena funkcija Φα(r⊥, z, φ, s) u
sebi sadrzˇi dva faktora, jedan od kojih odgovara svojstvenoj funkciji u z-smjeru:
φnz(z) =
Nnz√
bz
Hnz(ξ)e
−ξ2/2, (B.19)
a drugi svojstvenoj funkciji za r⊥-smjer:
φΛn⊥(r⊥) =
NΛn⊥
b⊥
√
2η|Λ|/2Ln⊥(η)e
η/2, (B.20)
gdje su ξ = z/bz i η = r2⊥/b
2
⊥ bezdimenzionalne varijable. Hnz(ξ) i L
|Λ|
n⊥(η) oznacˇavaju
Hermiteove polinome i pridruzˇene Laguerrove polinome. Normalizacijski faktori
glase:
Nnz =
1√√
pi2nznz!
i N Λn⊥ =
√
n⊥!
(n⊥ + |Λ|)! . (B.21)
Razvoj velikih i malih komponenti Diracovog spinora preko oscilatorskih svojstvenih
funkcija je dan s:
fi(r, s, t) =
1√
2pi
(
f+i (r⊥, z)e
iΛ−φ
f−i (r⊥, z)e
iΛ+φ
)
=
αmax∑
α
f (i)α Φα(r, s)χti(t), (B.22)
gi(r, s, t) =
1√
2pi
(
f+i (r⊥, z)e
iΛ−φ
f−i (r⊥, z)e
iΛ+φ
)
=
α˜max∑
α˜
g
(i)
α˜ Φα˜(r, s)χti(t). (B.23)
Kako bi se izbjegla pojava nefizikalnih spurioznih stanja, kvantni brojevi αmax i ˜αmax
odabrani na takav nacˇin da odgovarajuc´i glavni kvantni brojevi N = 2n⊥ + |Λ| + nz
nisu vec´i od Nmax u razvoju velikih komponenti i Nmax + 1 u razvoju malih kompo-
nenti.
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Dodatak C Numericˇka implementacija optimizacije
Pri numericˇkoj optimizaciji novokonstruiranog funkcionala koriˇsen je programski pa-
ket MINUIT [50]. MINUIT je u CERN-u napisao Fred James u razdoblju 1975-1980.
Progmamski paket je isprva napisan u Fortranu i glavna primjena mu je bila u sta-
tisticˇkoj analizi eksperimentalnih podataka skupljenih u CERN-u.
MINUIT je alat kojim se pronalazi minimalna vrijednost viˇseparametarske funk-
cije (zvane FCN) i analizira oblik funkcije oko minimuma. Glavna primjena paketa
je statisticˇka analiza funkcija χ2 ili logaritma funkcije vjerodostojnosti kako bi se
izracˇunale vrijednosti parametara i njihove nepouzdanosti, kao i korelacije izmedu
parametara u najboljoj prilagodbi, tj. one vrijednosti za koje se minimizira dana
funkcija, FCN. Sˇirina minimuma funkcije, opc´enitije govorec´i, oblik funkcije u oko-
lini minimuma, daje informacije o nepouzdanosti najboljih vrijednosti parametara.
Kako bi se pronasˇla najbolja prilagodba, koriˇsten je jedan od vec´ postojec´ih minimi-
zacijskih algoritama ugradenih u sam programski paket - MIGRAD. MIGRAD je najbolji
minimizator za gotovo sve funkcije. Temelji se na Davidon-Fletcher-Powell (DFP) me-
todi varijabilne metrike i provjerava pozitivnu definitnost. DFP metoda je iterativni
proces koji pretpostavlja da se gradijent funkcije koju minimiziramo FCN obzirom na
parametre prilagodbe mozˇe izracˇunati eksplicitno. Zato je vazˇno tocˇno izracˇunati
prve derivacije, u protivnom postupak minimizacije propada. Na kraju postupka mi-
nimizacije MIGRAD izbacuje matricu pogresˇaka. Ta matrica je inverz matrice drugih
derivacija funkcije FCN, koju se transformira, ako je potrebno, u vanjski koordinatni
prostor. Kvadratni korijeni dijagonalnih elemenata ove matrice su pogresˇke parame-
tara koje dobivamo primjenom MINUIT-a.
Kako su se pri minimizaciji parametara koristile opservable niza jezgara (njih
10) sami programski kod je paraleliziran koristec´i programski paket OpenMP (viˇse
o njemu na [60]) kako bi se povec´ala ucˇinkovitost dostupnih racˇunalnih resursa i
smanjilo ukupno vrijeme trajanja numericˇkih izracˇuna. Kod paralelnog izvodenja
poslova, obrada velikog broja podataka cijepa se na manje poslove (obrada manjeg
dijela podataka) koje mogu raditi pojedini procesori ili druga racˇunala u grozdu para-
lelno. OpenMP (engl. Open Multi-Processing) je komunikacijska biblioteka za paralelno
izvodenje poslova na SMP racˇunalu (engl. Symmetric multiprocessing; racˇunalo sa za-
jednicˇkom memorijom). Racˇunala gradena od procesora baziranih na viˇse jezgara ili
moguc´nosˇcu izvrsˇavanja viˇse niti/poslova (dual-core, quad-core,. . . ,multithreading,
hyperthreading) mogu se tretirati kao SMP racˇunala. OpenMP nije novi program-
ski jezik vec´ vrsta notacije koja se dodaje sekvencijalnom programu u Fortranu,
C-u ili C++, kako bi se opisao posao koji se dijeli izmedu niti koje se izvode na
razlicˇitim procesorima ili jezgrama i kako bi se moglo pristupiti dijeljenim poda-
cima po potrebi. Pravilan nacˇin ukljucˇivanja OpenMP znacˇajki u sekvencijalni program
omoguc´ava mnogim aplikacijama da se okoriste paralelno izvedenom arhitekturom
dijeljene memorije, cˇesto uz minimalnu izmjenu teksta programa. OpenMP uvodi ins-
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trukcijske niti za izvodenje. Jedna nit sastoji se od niza instrukcija za izvrsˇavanje, a
svaka nit vezˇe se na jedan od dostupnih procesora u SMP racˇunalu poput pojedinog
UNIX ili Windows procesa. Niti dijele zajednicˇki memorijski prostor i vec´inu varijabli
programa. Niti mogu suradivati tijekom izvrsˇavanja paralelnog programa, a njihovi
nizovi instrukcija mogu se takoder i vremenski uskladivati ili sinkronizirati.
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